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Abstract. La semdntica operacional de los lenguajes 1dgico-funcionales
se basa habitualmente en el empleo del narrowing, un mecanismo que
adna el principio de reduccién de los lenguajes funcionales y el principio
de resolucién de los lenguajes logicos. La posibilidad de realizar evalu-
acién perezosa es una caracteristica apreciada en los lenguajes (légico-
)funcionales. Recientemente se ha introducido una nueva estrategia de e-
valuacién perezosa, denominada narrowing necesario, que resulta 6ptima
en el sentido de que sélo efectia computos realmente necesarios para la
obtencién de un resultado. En este informe realizamos un estudio formal
y exhaustivo de la relacién entre la estrategia de narrowing necesario y
la estrategia de narrowing perezoso. Establecemos, principalmente, los
siguientes resultados:

— La equivalencia existente entre las estrategias de narrowing necesario
y de narrowing perezoso sobre una clase particular de programas que
definimos a partir de la idea de los programas uniformes de [29, 30],
a nuestro entender, la clase de programas més amplia para la cual
ambas estrategias computan los mismos resultados y respuestas.

— El refinamiento de la estrategia de narrowing perezoso que llamamos
narrowing perezoso uniforme, que resulta ser correcta y completa
sobre la clase de los programas uniformes.

Estos resultados tienen aplicacién inmediata en la optimizacién de las
técnicas de evaluacién parcial para programas ldgico-funcionales con
seméntica no estricta. Apoyéndonos en ellos, introducimos una nueva
instancia del marco genérico de evaluacién parcial que propusimos en
[4] usando narrowing perezoso uniforme y para la cual demostramos su
correccién y completitud fuerte.

Keywords: integracién de programacion légica y funcional, sistemas de
reescritura de términos, narrowing, estrategias de evaluacién perezosa,
nArrowing perezoso, NArrowing necesario.

1 Introduccion.

Los lenguajes de programacién 1égico-funcional permiten integrar algunas de las
mejores caracteristicas de los paradigmas de programacion légica y funcional.



En este contexto se combinan de forma natural caracteristicas que provienen del
paradigma de programacién funcional, como el empleo de tipos, funciones de or-
den superior, evaluacién perezosa y computo con estructuras infinitas, con otras
procedentes de la programacion légica, como el uso de la unificacién, variables
légicas e inversién, manejo de informacién parcialmente definida y mecanismos
predefinidos de bisqueda indeterminista (“built-in search”). En la dltima decada
se han realizado importantes avances en el campo de la integracién de lenguajes
declarativos, una panordmica de los cuales puede encontrarse en [18,21, 38].

Es un hecho comunmente aceptado que los lenguajes légico-funcionales con
una semantica operacional completa se basan en alguna forma de narrowing.
Narrowing es un mecanismo operacional semejante a la reescritura, que va pre-
cedido de una instanciacién de la expresién a reducir (generalmente producida
por un proceso de unificacién), con el fin de incluir algunas de las caracteristicas
de la programacion légica, antes mencionadas, en un contexto funcional. Para
evitar computaciones innecesarias y posibilitar el empleo de estructuras de datos
infinitas, muchos trabajos se han centrado en el estudio de las estrategias de eval-
uacidn perezosa [12,16,19,33,40]. De entre las estrategias de evaluacién pere-
zosa, la estrategia de narrowing necesario [12] se ha postulado como éptima
desde diferentes puntos de vista: es correcta y completa, con respecto a ecua-
ciones estrictas y soluciones constructoras, para la clase de programas inducti-
vamente secuenciales; computa derivaciones necesarias de longitud minima (en
implementaciones basadas en grafos) y no obtiene soluciones redundantes. El
Narrowing necesario guia sus cémputos mediante el empleo de unas estructuras,
denominadas arboles definicionales [8], que contienen toda la informacién sobre
las reglas del programa. Estas estructuras permiten seleccionar una posicién del
término que se estd evaluando y que senala la aparicién de un subtérmino que
es inevitable reducir para la obtencién de un resultado. Sin embargo, como se
muestra en [1], la representacién explicita y el uso de los drboles definicionales
en la implementacién del narrowing necesario puede tener un alto coste, tanto
en aspectos de eficiencia (en tiempo de ejecucién) como en el consumo de memo-
ria, cuando se realizan cémputos con la estrategia de narrowing necesario. La
introduccién de téenicas incrementales puede reducir en méds de un 50% (como
se demuestra en la mayor parte de las pruebas efectuadas) la cantidad de memo-
ria utilizada en la representacién de los arboles definicionales; también hemos
constatado que se experimenta un aumento de eficiencia en tiempo de ejecucién,
que si bien no es significativo en todos los casos, no provoca una sobrecarga en
ninguno de ellos.

El propésito de la evaluacidn parcial (PE - del inglés Partial Evaluation)
es la especializacién de un programa con respecto a (parte de) sus datos de
entrada. El resultado es un nuevo programa, més eficiente que el original cuando
se ejecuta para el tipo de entradas para el que se realizé la especializacién. La
PE ha sido aplicada extensivamente tanto a los lenguajes declarativos como
imperativos (ver [25] para una panordmica general sobre el drea). La PE de
programas lggico-funcionales fue introducida por vez primera en [3] y una visién



exhaustiva de sus técnicas puede encontrarse en [4], donde se introduce un marco
génerico de PE dirigido por narrowing.

Las caracteristicas de la PE dirigida por narrowing dependen de la estrategia
de narrowing empleada para el desplegado de los arboles locales. La PE usando
narrowing perezoso presenta varios inconvenientes: i) se obtienen reglas redun-
dantes en el programa especializado; ii) se pierde la ortogonalidad del programa
original. Esto impide que la estrategia de narrowing perezoso pueda emplearse
para ejecutar el programa especializado. Asimismo puede introducirse un empe-
oramiento, con respecto a la terminacién de los computos, en comparacién con
el comportamiento del programa original. La especializaciéon de programas us-
ando narrowing perezoso también puede destruir las ventajas de la existencia de
cémputos deterministas en el programa original. Como se muestra en [7], estos
inconvenientes no aparecen cuando el proceso de PE se basa en la estrategia de
narrowing necesario.

El presente informe investiga la relacién precisa existente entre la estrategia
de narrowing necesario y la estrategia de narrowing perezoso, que no requiere
de las costosas estructuras de los arboles definicionales, e intenta identificar la
clase de programas mdas amplia para la cual ambas estrategias tienen el mismo
comportamiento operacional, evitdndose asf los problemas encontrados al usar
la estrategia de narrowing perezoso en el proceso de PE. Por consiguiente, el
objetivo de este trabajo se orienta a conseguir, empleando una estrategia de
narrowing perezoso, los beneficios de la estrategia de narrowing necesario sin el
coste de mantener y usar los arboles definicionales. Como resultado de nuestra
investigacién podemos concluir que dicha clase de programas se concreta en
los programas uniformes (para los que damos una definicién precisa basada en
[28,30]. A nuestro entender, los programas uniformes constituyen la clase més
amplia para la cual ambas estrategias computan no sélo los mismos resultados
sino también idénticas respuestas.

El informe se ha organizado en los siguientes apartados. La Seccién 2 contiene
una serie de notaciones y de conceptos fundamentales acerca de los sistemas de
reescritura de términos, que después son empleados a lo largo de todo el traba-
jo. En la Seccién 3 introducimos la programacién 1égico funcional, centrandonos
en la sintaxis de los programas y los mecanismos operacionales del narrowing
perezoso y del narrowing necesario, que se describen con detalle y para los que
se enuncian sus propiedades principales. La seccién 4 presenta los programas
uniformes; en ella estudiamos sus caracteristicas y, en particular, demostramos
que cumplen la propiedad de ser inductivamente secuenciales. En la seccién 5
presentamos los principales resultados tedricos del informe; mas concretamente,
introducimos un refinamiento de la estrategia de narrowing perezoso para pro-
gramas uniformes, que denominamos narrowing perezoso uniforme, y probamos
la equivalencia de la semdntica operacional de respuestas computadas cuando
utilizamos narrowing perezoso uniforme y narrowing necesario sobre programas
uniformes. En la seccién 6 se define una nueva instancia del marco genérico
de evaluacién parcial [4] usando narrowing perezoso uniforme y demostramos



su correccién y completitud fuerte. El informe concluye con un resumen de los
resultados obtenidos y las lineas de trabajo futuro.

2 Preliminares

En este apartado resumiremos, brevemente, algunas notaciones y resultados muy
conocidos sobre sistemas de reescritura de términos [14,26]. Aunque las defini-
ciones que siguen a continuacién se dan para una signatura homogenea, la ex-
tensién de las mismas al caso de signaturas heterogeneas (“many-sorted”) es
inmediata [41].

En este informe, X denota un conjunto infinito enumerable de variables y
F denota el conjunto de simbolos de funcién (que denominamos la signature),
cada uno de los cuales tiene una aridad previamente fijada. Suponemos que la
signatura F estd particionada en dos conjuntos F = C U D, siendo C y D con-
juntos disjuntos. Los simbolos de C se denominan constructores y los de D se
denominan funciones definidas. T(F,X) denota el conjunto de términos o ex-
presiones construidas a partir de F y X. T (F) denota el conjunto de términos
bdsicos (“ground”), mientras que T (C,X) denota el conjunto de términos con-
structores. Si t ¢ X, entonces Head(t) es el simbolo de funcién que encabeza el
término ¢, tambien denominado el simbolo raiz de t. Un patrdn es un término de
la forma f(dy,...,d,) donde f/n € D y los argumentos dy, ..., d, son términos
constructores. Un término se dice lineal cuando no contiene multiples apariciones
de la misma variable. La identidad de objetos sintcticos se denota mediante el
operador relacional “=”. Var(s) es el conjunto de variables que ocurren en el
objeto sintactico s.

Una substitucién es una aplicacién de X a T(F,X) tal que su dominio
Dom(o) = {z € X | o(x) # z} es finito. Como es comiin, representaremos fre-
cuentemente una substitucién o mediante el conjunto {z/o(z) | z € Dom(c)}.
Denotamos la substitucién identidad mediante el simbolo “id”. Decimos que o
es una substitucion bdsica si o(x) es un término bésico para todo z € Dom(o).
Emplearemos la notacién < para designar el preorden de mdzima generalidad,
definido sobre el conjunto de las substituciones. Decimos que 8 es mds general
que o (en simbolos, 8 < o) si y sélo si (Iy) o = y 0 0. La restriccion, oy, de
una substitucién o a un conjunto V' de variables se define como oy (z) = o(z)
siz € V and oyy)(x) = z si ¢ V. Un renombramiento es una substitucién p
para la cual existe la substitucién inversa p~! tal que po p=t = p~lop=id.

Un término ¢ es mds general que uno s (o también, s es una instancia de t),
en simbolos ¢t < s, si (30) s = o(t). Dos términos ¢ y ' son variantes el uno del
otro si existe un renombremiento p tal que ¢ = p(t). Un wunificador de un par de
términos (t1,t2) es una substitucién o tal que o(t1) = o(¢2). Un unificador o se
denomina unificador mds general (mgu - del inglés most general unifier) si para
cualquier otro unificador ¢’ se cumple que ¢ < ¢’.

Los términos se representan como arboles etiquetados a la manera usual,
siendo las las etiquetas de los nodos los simbolos que forman el término. Las
posiciones (también denominadas ocurrencias) de un término ¢ se representan



por secuencias, posiblemente vacias, de nimeros naturales que se emplean como
un camino de acceso a un subtérmino de ¢. Las posiciones estdn ordenadas por el
orden prefijo “<”: de manera que p < g, si existe un w tal que p.w = ¢, donde p.w
denota la concatenacién de secuencias p and w. Cuando dos posiciones no esten
relacionadas diremos que son disjuntas y lo indicaremos mediante el simbolo
“L”. Denotamos la secuencia vacia mediante el simbolo “A”. Pos(t) y FPos(t)
denotan, respectivamente, el conjunto de posiciones y el conjunto de posiciones
no variables del término ¢. ¢[p] denota la etiqueta asociada al drbol del término
t en la posicion p € Pos(t). t|, es el subtérmino de ¢ en la posicién p. t[s], es el
término resultante de reemplazar, en la posicién p del term ¢, el subtérmino #|,
por s.

Por simplicidad, limitaremos nuestra discusién a sistemas de reescritura de
términos incondicionales. Una regla de reescritura es un par de términos [ — r,
tal que | € X, y Var(r) C Var(l). | y r se denominan la parte izquierda (lhs -
del inglés, left-hand side) y la parte derecha (rhs - del inglés, right-hand side),
respectivamente, de la regla de reescritura. Un sisterna de reescritura (TRS, del
inglés, Term Rewrite System), R, es un conjunto finito de reglas de reescritura.

Las reglas de reescritura de un TRS definen una relacién de reescritura —
entre los términos, que se define como sigue: ¢ —,;_,, s si existe una posicién
p € Pos(t), una regla de reescritura | — r, y una substitucién o con t|, = o(l)
y s = t[o(r)]p. Decimos que t|, es un redez (del inglés - reducible expression) de
ty que o(r) es el contracto de o(l). También decimos que ¢ se reduce a s en un
paso de reescritura t —, ;. 5. Una secuencia de cero o més pasos de reescritura
se representa por t —* s. Un término ¢ es reducible a un término s si t —»* s;
en ocasiones también diremos que s es derivable apartir de t. Un término ¢ es
irreducible o estd en forma normal si no posee redexes. Un término s posee una
forma normal si existe una reduccién s —* ¢, donde ¢ es una forma normal.

Un TRS es terminante o noetheriano si no hay secuencias de reescritura,
t1 — ta — ..., infinitas. Dado que en este trabajo no imponemos el requisito de
que las reglas sean terminantes, no tiene porque existir una forma normal. Un
TRS se dice confluente si, cuando un término s se reduce a dos términos t; y to,
ambos t; y t2 se reducen al mismo término. Dadas dos reglas Iy = 1y y lo = 1y
para las que existe una posicién p € FPos(l;) tal que l1|, y > unifican con mgu
o, entonces el par de reductos (o(r1),l1[o(r2)]p) es un par critico.

Un TRS se dice ortogonal si cumple las siguientes restricciones sinticticas:

1. Linealidad por la izquierda: para toda regla I — r del TRS, la lhs [ es un
término lineal.

2. No ambigiiedad (fuerte): E1 TRS no contiene pares citicos; i.e., las lhs de las
reglas del TRS no solapan.

Un TRS se dice débilmente ortogonal si es lineal por la izquierda y sélamente
contiene pares criticos triviales; i,e, si (s,t) es un par critico entonces s = t.
Es bien conocido que los TRS (débilmente) ortogonales son confluentes ([26])
[22]. Una consecuencia del resultado anterior es que en los TRS ortogonales la
forma normal de un término, cuando existe, es tinica. Una propiedad de los TRS



ortogonales es que los descendientes! de un redex continuan siendo redexes. Una
posicién necesaria (“needed”) [23,27] es aquella que sefiala la aparicién de un
redex tal que él o sus desdendientes deben ser reducidos en cualquier reduccién
de un término a su forma normal.

Un TRS se dice basado en constructores (CB, del inglés, Constructor Based)
si los argumentos de las lhs’s son términos constructores o variables.

Por ultimo diremos que, una variable es fresca si es una variable nueva que
no ha sido empleada con anterioridad ni en el programa ni en un paso previo de
una derivacidn.

3 Programacién Légico-Funcional.

Los lenguajes logico-funcionales pueden considerarse como extensiones de los
lenguajes funcionales con principios derivados de la programacién légica [42]. La
mayoria de estos lenguajes integrados utilizan sistemas de reescritura como pro-
gramas y alguna variante del narrowing como principio operacional. Narrowing
es una generalizacién del mecanismo operacional de la reescritura, empleada en
los lenguajes funcionales, con el fin de extender éstos con caracteristicas de la pro-
gramacion légica: variables ldgicas, estructuras de datos parcialmente definidas
y mecanismos de busqueda deductiva no determinista. Narrowing extiende el
mecanismo de la reescritura sustituyendo ajuste de patrones por unificacién, de
forma, que ambos coinciden cuando se emplean sobre términos que no contienen
variables. Narrowing proporciona completitud en el sentido de la programacién
l6gica — computacién de respuestas — asi como también en el de la programacién
funcional — computacién de formas normales —.

En los préximos apartados profundizaremos en los aspectos sintacticos de
nuestro lenguaje y en los princios operacionales que lo rigen.

3.1 Programas.

La sintaxis del lenguaje 16gico funcional que utilizamos en la elaboracién de este
trabajo, esencialmente, es equivalente a la de (un subconjunto de) Babel [33,40],
Toy [13] o Curry [19], que recientemente se ha propuesto como un estdndar en
el area de la integracién de los lenguajes declarativos.

Fijamos las caracteristicas sintacticas del lenguaje diciendo que los programas
son TRS’s basados en constructores y ortogonales. Los programas con los que
tratamos pueden ser no-terminantes. Para esta clase de programas, un término
t es una forma normal en cabeza (constructora) (hnf - del ingles “head normal
form”) si t es una variable o Head(t) € C.

Uno de los intereres primarios de los lenguajes légico funcionales es la res-
olucién de ecuaciones. Una ecuacidn es un par de términos (s,t). Con el fin
de aumentar la expresividad del lenguaje extendemos la signatura F con un
conjunto P de simbolos de funcién primitivos. El conjunto P se de fine como

! ver [23] para una definicién formal de descendiente



P = {=,A,=}, lo que permite manipular expresiones complejas conteniendo
ecuaciones, que ahora podremos expresar como un término s & t, conjunciones
b1 A by, y expresiones condicionales (guardadas) b = ¢, que también expresamos
como términos. Asi pues, la signatura extendida es F = C U D U P. Usual-
mente tratamos los simbolos de P como operadores infijos. La semantica de
estos simbolos primitivos viene determinada por el siguiente conjunto de reglas
predefinidas que denotamos por STREQ y que suponemos pertenecen a todo
programa;:
cxc—> true % c/0eC
(21, Zn) (Y1, yn) 2> (@1 RY)A A (TR Yn) %c/neC
true ANz =
(true = z) > x

La extensién de un programa R con el conjunto de reglas STREQ se denota por
Ry, ie, Ry = (RU STREQ). Estas reglas son ortogonales y definen la validez
de una ecuacién como la igualdad estricta entre términos, lo cual es comin en
los lenguajes funcionales cuando los cémputos pueden no terminar [16,33,40].
La igualdad estricta no posee la propiedad reflexiva, i.e., no se cumple que t = ¢
para todo término ¢. La igualdad estricta trata dos términos s y ¢ como idénticos
si y solamente si tienen como forma normal el mismo término constructor bésico,
i.e., si s &~ t se reduce a true. La equivalencia entre la reducibilidad al mismo
término constructor basico y la reducibilidad a true, queda establecida en la
siguiente proposicién.

Proposition 1. [11] Sea R un programa. Un par de términos s y t son re-
ducibles por reescritura al mismo término constructor bdsico, utilizando las reglas
de R si y solamente si s = t se reescribe a true usando las reglas del programa
Ry.

Notad que, aunque el modelo computacional basico solamente emplea reglas
incondicionales, todavia es adecuado para soportar programas légicos, ya que las
reglas de reescritura condicionales I — r < C pueden simularse mediante reglas
incondicionales con expresiones guardadas I — (C' = r) utilizando el simbolo de
funcién primitivo ‘=" al igual que en el lenguaje Babel [40].

Por razones de simplicidad, suponemos que el operador ‘A’ es asociativo por
la derecha y que ‘’ tiene mds precedencia (i.e., liga mas) que ‘A’ y ‘A’ que ‘="
Asi, por ejemplo, el término by A (b2 A b3) puede escribirse como by Abs A bz y el
término ((t1 = s1) A (t2 = s2)) = t se escribe como t; & s1 Atz & 53 = t.

También en lo sucesivo, omitiremos el subindice “+” que denota a los pro-
gramas extendidos con el conjunto de reglas STREQ. Asi pues, salvo que se diga
lo contrario R es indicativo de R.

3.2 Narrowing y Estrategias de Narrowing.

Esencialmente, el mecanismo de narrowing calcula una sustitucién apropiada, o,
que cuando se aplica sobre el término en consideracién, ¢, éste puede ser reducido
en un paso de reescritura [18].



Ezample 1. Sean las reglas que definen el predicado menor o igual “<” sobre los
numeros naturales representados por los términos formados usando los simbolos

WM.

constructores “0” y sucesor “s”:

0 N —  true
s(M) €0 —  false
s(M) €< s(N) - MLKN

El término s(X) < Y puede reducirse a true instanciando Y a s(Y'1), para
aplicar la tercera regla, seguida de la instanciacién de X por 0, para aplicar la
primera regla:

{x/0}
Ay

s(X)<Y RGSELNSe <Y1 true

Es habitual definir un paso de narrowing de la forma siguiente, que se corre-
sponde con la definicién de paso de reescritura, pero sustituyendo el mecanismo
de ajuste de patrones (“matching”) por el de unificacion:

Definition 1 (Paso de Narrowing).

Sea R un programa. Seant y s términos. Decimos que t se reduce por narrowing
a s si existe una posicion p € FPos(t), una (variante renombrada aparte de
una) regla de reescritura R =1 — r de R y una substitucién o tal que:

— o =mgu({t), =1}) (i-e., o es el unificador mds general de t, y1), y
— s=o(tr]p).

. [p,R,0] . o
FEscribimos que t ~~ " s 0, simplemente, t ~ s.

Algunos autores [11,41] no exigen que las substiciones computadas, o, sean u-
nificadores méas generales, basta con que sean unificadores. Con este enfoque,

t [P, ] s es un paso de narrowing si p es una posicién no variable de ¢ y
o(t) = r s. Esta es la definicién més amplia que puede darse de paso de nar-
rowing. La Definicién 1 tiene la ventaja de que los unificadores mas generales
pueden computarse de forma dnica, mientras que existen muchos unificadores
independientes. Sin embargo, eliminar la restricciéon de que la substitucién o
sea un unificador més general es un requisito indispensable en la definicién de
algunas estrategias de narrowing (ver méas adelante).

Definition 2 (Derivacién de Narrowing).

Sea R un programa y t un término. Decimos que existe una derivacion de nar-

. .. . _ [p1,R1,01] [p2,Rz2,02]
rowing de t a s, si existe una secuencia de pasos t = tg ~ t1 ~

[Pn B s0n] _ . o *
~ tn, = s. Escribimos que t ~ s, donde 0 = 0, 0...003007. Dec-

imos que s es el resultado de la derivacion, con respuesta (parcial) o. Decimos
que el par (sp,0) es la salida de la derivacion.

La Definicién 2 pone de manifiesto que los programas légico-funcionales per-
miten tanto el computo de un resultado como la obtencién de una respuesta. En
particular, la semantica esperada de muchos lenguajes 16gico-funcionales [13, 16,



19, 40], al igual que sucede con los lenguajes funcionales, consiste en el cémputo
de un término constructor basico.

Inicialmente el narrowing se utilizé como un medio para resolver ecuaciones.
Fue en los trabajos pioneros de [43] donde se introdujo por primera vez el narrow-
ing como medio para la obtencién de un conjunto de soluciones a un problema
de E-unificacién. Resolver una ecuacién s = t, en general, consiste en hallar los
valores de las variables que permiten reducir los términos s y ¢t a dos términos
iguales. Para la clase de programas que se consideran en este trabajo, basados
en constructores ortogonales y posiblemente no terminantes, esos términos se
concretan en un mismo término constructor bésico.

Definition 3 (Solucién de una Ecuacidn).
Una substitucion o es una solucién de una ecuacion s &t si y solo si o(s) y o(t)
son reducibles por reescritura al mismo término constructor bdsico.

Teniendo en cuenta la Proposicién 1, la Definicién 3 puede establecerse en
los siguientes términos:

Una solucidn de una ecuacién s = ¢ es una sustitucién o tal que o(s =~ t) se
reescribe a true usando las reglas del programa R .

En general, el procedimiento de narrowing es indeterminista, debido a la exis-
tencia de dos grados de libertad: la eleccién del subtérmino a reducir y la eleccién
de la regla. Esto conduce a un espacio de bisqueda demasiado amplio. Se han
disefiado muchas estrategias para reducir el tamafio del espacio de bisqueda,
eliminando algunas derivaciones inttiles. Es habitual definir el concepto de es-
trategia como una aplicacién ¢ que asigna a cada término ¢ un conjunto de
posiciones ¢(t) C FPos(t) para las que puede darse un paso de narrowing, i.e.,
una estrategia es una restriccion del espacio de bisqueda. Dado que varias reglas
del programa pueden aplicarse sobre una posicién p seleccionada por la estrate-
gia @, es conveniente generalizar el concepto de estrategia para devolver ternas
formadas por la propia posicién p, la regla del programa R y la sustitucién o
aplicada al dar el paso de narrowing.

Definition 4 (Estrategia de Narrowing).

Una estrategia de narrowing es una aplicacion ¢ que, para un término t, computa
el conjunto de ternas (p,R,c), donde p € FPos(t), R= (Il = r) es la regla de
programa utilizada para dar el paso de narrowing y o una substitucion unificadora
de t|, y12.

Dado un término ¢ y una regla R = (I — r) del programa R, decimos

R, . . .
que t [’i\,,:] o(t[r]p) es un paso de narrowing acorde con la estrategia ¢, si

(p,R,0) € ¢(t). Si el conjunto ¢(t) contiene un solo elemento, decimos que
el paso de narrowing es determinista. De forma semejante, diremos que una

% Habitualmente la substitucién o se exige que sea un unificador més general, i.e.,
o = mgu({l = t|,}). Hacemos esta salvedad para permitir estrategias, que como la
estrategia de marrowing necesario, computan substituciones que no son necesaria-
mente unificadores mds generales.



s p1,R1,01 p2,R2,00 Pn Bn,0 .
derivacién t = t [ > ] (21 { ~ — "N "] t, = s, respeta la estrategia

@, vy escribimos ¢ '\gt,,* s, si cada uno de sus pasos es un paso de narrowing
acorde con la estrategia . Decimos que un término ¢ es evaluable de manera
determinista bajo la estrategia ¢, si cada paso de narrowing en una derivacién
a partir de ¢t que respeta ¢, es determinista.

Una propiedad importante que debe cumplir toda estrategia es que siga man-
teniendo, bajo determinadas condiciones, la completitud del cdlculo. Una clasi-
ficacién de las diferentes estrategias y estudios detallados sobre las condiciones
que debe cumplir un programa para que una determinada estrategia sea correcta
y completa, pueden encontrarse en [35,18].

En el siguiente apartado introducimos la estrategia de narrowing perezoso,
que es correcta y completa para la clase de programas definida en la Subsec-
cién 3.1. Consideraremos que los programas se ejecutan respetando la estrategia
de narrowing perezoso. Después, estudiaremos la estrategia de narrowing nece-
sario a efectos de la comparacién de ambas. Narrowing necesario es correcto y
completo para una subclase de nuestros programas, la subclase de los progra-
mas inductivamente secuenciales, sobre los cuales satisface una propiedad de
optimalidad que formalizaremos posteriormente.

3.3 Narrowing Perezoso

La evaluacién perezosa es una caracteristica esencial de los lenguajes 16gico fun-
cionales, ya que facilita una mayor expresividad, al permitir la definicién de
funciones parciales y no estrictas y la utilizacién de expresiones infinitas. Nar-
rowing perezoso reduce las expresiones comenzando por las posiciones mas ex-
ternas (“outermost”) sobre las que se puede dar un paso de narrowing. Los
pasos de narrowing sobre posiciones mas internas solamente se realizan si son
demandados (por el patrén de la lhs de alguna regla) y contribuyen a un paso
de narrowing posterior sobre una posicién mas externa. Dado que la nocién de
“posicién demandada” no es tnica, se han propuesto diferentes estrategias de
narrowing perezoso [12,28, 33,40, 42]. En lo que sigue, especificamos nuestra es-
trategia de narrowing perezoso, que en lo esencial es similar a la presentada en
[40].

Las siguientes definiciones son necesarias para nuestra formalizacién de la
estrategia de narrowing perezoso. Esta formalizacién aparecié por vez primera
en [2].

Primero caracterizamos una, clase particular de problema de unificacién que
se presenta debido al hecho de trabajar con programas CB.

Definition 5 (Problema de Unificacién Lineal).
Un problema de unificacion lineal es un par de términos:

<f(d135dn)af(t1aatn))7

donde f(dy,...,d,) esun patrén lineal que no comparte variables con f(t1,...,t,).
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Resolvemos los problemas de unificacién lineal utilizando el algoritmo pre-
sentado en [40], donde el caso en el que un intento de unificacién no tiene éxito
debido a que se produce una colisién entre un simbolo constructor ¢ y uno de op-
eracién f, no se ve como un fracaso, sino como una demanda de una evaluacién
posterior de f. Esto difiere con respecto al algoritmo de unificacién sintéctica
estandar [31]. Lo que sigue es una reformulacién del algoritmo de unificacién
para problemas de unificacién lineal presentado en [40]. Debido a la linealidad
de los patrones que aparecen en las lhs’s de las reglas de los programas, no se
precisa de ningin mecanismo de “occur-check”.

Definition 6 (Configuracién LU).

Una configuracién LU es un par (U, o), donde U es un conjunto {dy |1 t1,...,dp In
tn}, siendo di,...,dn términos constructores lineales que no comparten vari-
ables y o una substitucion. Los términos di,. . .,dn (respectivamente, t1,...,t,)

se denominan términos lhs (términos rhs) de U.

Generalizamos la aplicacién de una substitucién o sobre un conjunto U =
{d1 {1 t1,...,dn In tn}, enlaforma obvia: o(U) = {o(d1) 1 o(t1),...,0(dn) In
o(tn)}-

Definition 7 (Relacién de Unificacién — ).
Definimos la relacion de unificacion —| |y, entre configuraciones LU, como la
relacion mds pequena que satisface:
1. ({e(dry - oo ydm) du (b, .. ) YU U 0) =y ({di dua tr,. ooy dm dum tm} U U, 0),
donde (¢/m) € C,m > 0.
2. ({x du t}UU,0) =y ({2/t}(U),{z/t} 0 o),
dondet ¢ V.
3. ({d {u 2} VU, 0) = y ({2/d}(U),{z/d} 0 o).
4. ({e(dr, ...y dm) du € (t1,...,tp)}U U 0)  —y ({fail}, o),
donde (c/m),(c p) €C, ¢ £ ¢, ym,p>0.

Notad que la relacién de unificacién —| |j estd bien definida, en el senti-
do de que partiendo de una configuracién LU que cumple los requisitos de la
Definicién 6 se obtiene otra configuracién LU que también los cumple.

Definition 8 (Configuracién Inicial LU).
Sea un problema de unificacion lineal (f(d1,...,dy), f(t1,--.,ts)). La configu-
racién inicial LU es: (Up, 00) = ({d1 41 t1,-..,dn In tn},id).

Un problema de unificacién lineal (LU) puede tener éxito (“success”), fallar
(“fail”) o quedar suspendido. Cuando queda suspendido, devuelve el conjunto
de posiciones que demanda (“demand”) para una evaluacién posterior. Formal-
mente, dada una configuracién LU irreducible, (U, o), una posicién u es deman-
dada, si (c(di,---,dm) du 9(t1,...,tp)) € U.

Definition 9 (Comportamiento de — ).

Sea I' = (f(d1,...,dn), f(t1,...,tn)) un problema de unificacién lineal. Sea
(Uo,00) = ({dv 1 t1,....dn Lo ta},id) =7 (U,0)A Ly Definimos la fun-
cion LU(IL) como sigue:

11



(Sucg, o) siU=0
(FAIL, @) si U = {fail}
(DEMAND, P) en otro caso,
donde P es el conjunto de posiciones demandadas

LU(T) =

Como en los procedimientos de prueba de la programacién 16gica, suponemos
que las reglas que se utilizan en el proceso de unificacién lineal siempre contienen
variables frescas (i.e, las reglas se suponen “renombradas aparte”). Esto supone
que todas las substituciones computadas son idempotentes.

Los siguientes lemas establecen propiedades interesantes de la relacién de
unificaciéon —y introducida en la Definicién 7.

Lemma 1. Sea (U, o) una configuracién LU. Sea la transicion de un paso (U, o)
= (U',0"), donde U' # {fail}. Entonces:

1. Las variables en los términos lhs de U' estdn incluidos en el conjunto de
variables de los términos lhs de U.

2. Si los términos lhs de U no comparten variables con los términos rhs de U o
con o, entonces los términos lhs de U' no comparten variables con los otros
términos lhs o con los términos rhs de U', ni con o' 3.

Proof. La primera parte del enunciado de este lema es inmediata por la Defini-
cién 6 de configuracién LU y la Definicién 7 de relacién de unificacién lineal.
Para la prueba de la segunda parte consideramos tres casos:

1. Si se aplica la regla (1) de la Definicién 7, entonces el resultado se sigue de
forma inmediata.

2. Supongamos que se aplica la regla (2) de la Definicién 7, y consideremos la
transicién (U, o) = ({z o, t}UU*,0) =u ({z/t}(U*),{z/t} o) = (U, ).
Ya que los términos lhs de U no comparten variables con los otros términos
lhs o con los términos rhs de U, entonces U' = {z/t}(U*) = U*, y entonces
U' C U (por lo que Var(U') C Var(U)). Més atin, ya que los términos lhs
de U’ no comparten variables con o, = y t, entonces no comparten variables
con o',

3. Consideremos ahora que se aplica la regla (3) de la Definicién 7, entonces
la transicién es (U,0) = ({d |y z} UU*,0) =y ({z/d}({U*),{z/d} o 0) =
(U',0"). Ya que los términos lhs de U no comparten variables con los otros
términos lhs o con los términos rhs de U, o con o, entonces la sustitucién
{z/d} no instancia los términos lhs de U*, y asf las variables de los términos
lhs de U’ estdn incluidas en el conjunto de variables de los términos lhs de
U, y los términos lhs de U’ no comparten variables con los otros términos
lhs o los términos rhs de U’, ni con o'.

Es importante notar que, como consecuencia del Lema 1, la regla (2) de la
Definicién 7 de relacién de unificacién —| ) puede simplificarse de la siguiente
forma: ({z J, t}UU,0) =y (U,{z/t}oo), donde t ¢ V. En efecto, z & Var(U).

3 Esto es, no comparten variables ni con el domino ni con el rango de o’.
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Lemma 2. Sea {l,s) = (f(d1,...,dg), f(t1,---,tk)) un problema de unificacion
lineal. Sea (Ug,€) = ({d1 1 t1,--.,dk I tr},€) ={y (Un,on) una derivacion
LU, donde U, # {fail}. Entonces, para cada z,y € Dom(onyaer(s)), con T # y,
on(z) es un término constructor lineal que no comparte variables ni con s ni con
Var(on(y)), y Var(on(z)) C Var(l).

Proof. Probamos este lema por induccién en el nimero de pasos n de la derivacién
LU. Ya que el caso base n = 0 es trivial, pasamos a considerar el caso inductivo
n > 0.

Supongamos (Up,€) =y (Un—1,0n-1) —u (Un,0n), n > 0, con U, #
{fail}. En primer lugar, ya que las condiciones del Lema 1 se cumplen para
la configuracién inicial (Up,€), mediante la aplicacién reiterada de este lema,
obtenemos que los términos lhs de U, _; no comparten variables ni con los otros
términos lhs ni tampoco con los términos rhs de U, 1, o con o,,_1. Mas atn,
también por el Lema 1, las variables en los términos lhs de cada configuracién
U;, 0 <i < n, provienen del término (estandarizado aparte) I que no comparte
variables con s. También notad que los términos lhs de cada configuracién U;
son términos constructores lineales, ya que son subtérminos de ! que no son
instanciados a lo largo de la derivacion.

Consideremos el ultimo paso (Up—1,04-1) —Lu (Un,0n). Distinguimos tres
casos:

1. Si se aplica la regla (1) de la Definicién 7, entonces el resultado se sigue
directamente por la hipétesis de inducién, ya que o, = gp,—1.

2. Supongamos que se aplica la regla (2) de la Definicién 7, y consideremos la
transicion (Up—1,04-1) = ({2 Ju t}UU*,0p-1) =v (U{z/t},0n_1{z/t}) =
(Un,0n). Ya que z € Var(op—1), entonces o, = o,,—1 U {z/t} y, puesto que
xz € Var(l), entonces o, = o,_1[Var(s)], y el resultado se sigue por la
hipétesis de inducion.

3. Consideremos ahora que se aplica la regla (3) de la Definicién 7, y la transi-
cién es (Up—1,0n-1) = ({d oy 2} UU*, 0p-1) =v (U{z/d},on_1{z/d}) =
(Un, 0n). Tenemos que considerar dos casos:

(a) Sea x € Var(l). Por la hipétesis de inducién, los términos en el codo-
minio de On—1jyar(s) SON términos constructores lineales que no com-
parten variables ni con s ni tampoco entre ellos mismos. Ademés, para
toda x € Dom(0n—11var(s)), Yar(zon—1) € Var(l). Por el Lema 1, d no
comparte variables con o,—1 y, por lo tanto, los términos en el codominio
de o yar(s) son constructores lineales, no comparten variables y, para
toda x € Dom(onyer(s)), Var(zon) C Var(l).

(b) Sea z € Var(s). Por la hipétesis de inducién, la variable z no aparece
en ningun término en el codominio de opn_1y4,(5), ¥ asi 0p = op—1 U
{z/d}[Var(s)]. Ahora, por el Lema 1, d no comparte variables con o1,
y por consiguiente el resultado se sigue directamente por hipdtesis de
inducién.

Vamos a definir la estrategia de narrowing perezoso que empleamos para
computar el conjunto de posiciones perezosas de un término ¢. Informalmente,
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la funcién Ajq.y(t) devuelve el conjunto de ternas (p, R, o) tal que p € FPos(t)
es una posicidn perezosa de t que puede ser reducida por narrowing mediante
la regla Ry utilizando la substitucién ¢. Suponemos que las reglas de R estan
numeradas como Ry, ..., R,,.

Definition 10 (Estrategia de Narrowing Perezoso).

Definimos la estrategia de narrowing perezoso como una funcion M., que,
aplicada a un término t, computa el conjunto de ternas (p, Ri,0), siendo p €
FPos(t) una posicion perezosa de t, Ry = (I — r) es una regla (renombrada
aparte) de R y o una substitucidon, como sigue:

/\lazy (t) = U;nzl A—(ta Aa Rk)
A-(t,p, Ri) = si Head(ly) = Head(t|p) entonces

en caso de que LU((ly,t),)) =
(S'llCC, U) : {<p7 Rk,O')}
(Fail,@): @
(Demand, P) : J,cp Urke1 A(t,p.q, Ry)

sino &

Como ya se ha mencionado, existen varias fuentes de indeterminismo en el
célculo de narrowing: la eleccién del subtérmino reducible (redex) dado por p
y la eleccion de la regla del programa Rj. Ambas, son fuentes de indeterminis-
mo “don’t-know”, lo que significa que, en general, todos los posibles puntos de
eleccién deben explotarse para asegurar la completitud del proceso. Narrowing
perezoso es fuertemente completo (“strong complete” [17,36,37]) con respecto a
substituciones constructoras para TRS’s CB y ortogonales [40, 18]. La completi-
tud fuerte significa que la seleccién de un subconjunto de posiciones perezosas
dentro de los subtérminos ¢; de un término conjuntivo ¢; Ats A...At, puede re-
alizarse de forma “don’t-care”. Por lo tanto, podemos seleccionar las posiciones
perezosas del subtérmino ¢; y desestimar el resto de posiciones perezosas en los
subtérminos ¢;, con j # i. En particular, el subtérmino ¢; seleccionado para su
inspeccién puede ser el que, poseyendo un subconjunto de posiciones perezosas,
se encuentre mas a la izquierda en la conjuncién. Nosotros simulamos esta selec-
cién “don’t-care” introduciendo en los programas una Unica regla para definir
el simbolo de funcién predefinido “A” (i.e., true A  — x), que garantiza que se
seleccionard el subconjunto de posiciones perezosas situado mas a la izquierda
en un término conjuntivo.

Después de este trabajo preparatorio, ya estamos en disposicién de definir
formalmente qué se entiende por narrowing perezoso.

Definition 11 (Narrowing Perezoso).

Definimos narrowing perezoso como un sistema de transicion etiquetado cuya
relacion de transicion ~ L nC (T X Nazy(T) X T) es la relacion mds pequenia que
satisface:

(P, R,0) € Nazy(t) N R=(l=>71) KR

’R’
t [p’\”Lall o(trlp)

14



. [p1,R1,01] [P2,R2,02] [Pn,Bn,0n] - o * .
Sisg ~n 81 ~in  --- ~rgN . Sp, escribimos, sg ~.y Sy, siendo
0 = 0,0...009 007 y hablamos de que existe una derivacidn de narrowing

perezoso para el término sg con resultado (parcial) s, y respuesta o. Principal-
mente, estamos interesados en aquellas derivaciones que conducen a un término
constructor y en la restriccién de las respuestas a las variables del término ini-
cial. Una derivacién de narrowing perezoso s ,\f)LN* t tiene éxito si y sélamente si
t € T(CUX), donde oy, (s) €s la substitucion de respuesta computada asociada
a esa derivacidn.

Example 2. Consideremos de nuevo las reglas que definen el predicado “<” en
el Ejemplo 1, junto con las siguientes reglas que definen la adicién sobre los
nuimeros naturales:

0+N —» N
s(M)+ N — s(M+N)

Entonces narrowing perezoso evalia el término X < X + X aplicando un paso
de narrowing sobre la posiciéon A, con la primera regla de “<”, o aplicando un
paso de narrowing sobre la posicién 2, ya que el argumento X + X es demandado
por la segunda y la tercera reglas de “<”. De este modo, pueden darse tres pasos
de narrowing perezoso diferentes a partir del término inicial:

Xk x 4™

Xk x o &

X < X + XDV () < s(M + s(M))

Notad que el segundo paso puede considerarse en cierto sentido superfluo, ya que
onduce al mismo resultado (true) con la misma respuesta que el primer paso.
Fiste hecho introduce una fuente de ineficiencia en la estrategia de narrowing
herezoso, que también se pone de manifiesto en otros contextos.

Para programas CB y ortogonales, la estrategia de narrowing perezoso es
ompleta con respecto a la igualdad estricta para substituciones constructoras:

Theorem 1. [40] Sea R un programa CB y ortogonal, e una ecuacién, y o
una substitucion constructora que es una solucion para e. Entonces existe una

lerivacidn de narrowing perezoso e'\»LN true tal que o' < o [Var(e)].

Para finalizar este apartado, presentamos una propiedad interesante de nues-
ra estrategia que utilizaremos méas adelante.

*

Proposition 2. Sea un programa R y un término s. Sea D = (s ~J.x t)
una derivacion de narrowing perezoso para s en R. Entonces, para toda x,z €
Dom(01yar(s)), con x # z, se cumple que o(z) y o(z) son términos constructores
ineales, y Var(o(z)) N Var(o(z)) = @.
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p1,R1,01 p2,R2,02 Pn Rn,0
Proof. Sea D = (sEso[ ’\/)LN] sl[ MLN] ...[ "M"LN"] Sp=t)yo=op0...0

o1. Primero hay que notar que o1yar(s) = Tnvar(sn_1) © - - - © O1var(se)- Ahora,
por el Lema 2, para todo par de variables distintas z,z € Dom(o;yar(s;_s))>
o;(x) es un término constructor lineal que no comparte variables ni con s;_;
ni con o;(2), y Var(o;(z)) C Var(l;) (siendo [l; la lhs de la correspondiente
regla R;), para ¢ = 1,...,n. Por consiguiente, los términos en los codominios
de o1 var(se)s - -+ s TnVar(s,_,) DO comparten variables y portanto los términos
en el codomino de o7y,r(5) son también términos constructores lineales que no
comparten variables.

3.4 Narrowing Necesario

En lo que sigue vamos a resumir los resultados fundamentales relativos a la es-
trategia de narrowing necesario [6, 11, 12]. Narrowing necesario es una estrategia
que se basa en la seleccién de las posiciones necesarias més externas (“outer-
most”) de un término para dar un paso de narrowing, de modo que solo se dan
pasos inevitables para el computo de un resultado o la solucién de una ecuacion.
Narrowing necesario es destacable por sus propiedades de optimalidad con re-
specto a la longitud de las derivaciones de éxito (en implementaciones basadas
en grafos) y el nimero de soluciones computadas.

Narrowing necesario se define para la clase de los programas inductivamente
secuenciales. Esta clase de programas es un subconjunto de los programas CB
ortogonales y recientemente se ha probado que coincide con la clase de los progra-
mas CB fuertemente secuenciales [20]. Para proporcionar una definicién precisa
de esta clase de programas y de la estrategia de marrowing necesario, intro-
ducimos el concepto de drbol definicional. En lugar de la definicién original [8],
presentamos una definicién “declarativa” introducida en [9, 10] que es més dtil
para la demostracién de ciertas propiedades que deseamos estudiar.

Definition 12 (Arbol Definicional).

Un arbol definicional de un conjunto finito de patones lineales S, es un conjunto
no vacio P de patrones lineales ordenado por el orden < (de generalidad relativa
estricta) y que cumple las siguientes propiedades:

Propiedad de la raiz: Existe un elemento minimo pattern(P), que denominamos
patron del drbol definicional.

Propiedad de las hojas: Los elementos mazimales, llamados hojas, son los ele-
mentos de S. Los elementos no mazimales se denominan ramas.

Propiedad de los padres: Si m € P, m # pattern(P), entonces existe un inico
7' € P, llamado padre de w (y m se denomina hijo de 7'), tal que 7' < y
no eziste otro patrén "' € T(CUF,X) con 7' < 7" < m.

Propiedad inductiva: Dado un patrén m € P\S, eziste una posicidon o en w con

7|, € X (llamada posicién inductiva) y constructores ci,...,¢, € C con
c; # cj para i # j, tal que, para todo y,...,m, que tiene por padre a T,
m; = w[ei(T1, .., %n;)]o (donde x1,. .., 2,, son variables nuevas y distintas)

para todo 1 < i < n.
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Si R es un TRS ortogonal y f/n una funcién definida, decimos que P es
un drbol definicional de f, si pattern(P) = f(z1,...,%n), donde z1,...,x, son
variables distintas, y las hojas de P son todas y inicamente variantes de las lhs’s
de las reglas de R que definen f.

Definition 13 (Inductivamente Secuencial).

Sea f una funcion definida en un TRS R, la funcion f se dice que es inductiva-
mente secuencial si existe un drbol definicional para f. Un TRS R se denomina
inductivamente secuencial si todas las funciones que se definen en R son induc-
tivamente secuenciales.

Un TRS inductivamente secuencial puede verse como un conjunto de arboles
definicionales, cada uno de los cuales define un simbolo de funcién. Dado el inde-
terminismo, en su formacién, puede haber mas de un arbol definicional para una
funcién inductivamente secuencial. En lo que sigue, para cada funcién definida
inductivamente secuencial, supondremos fijado el drbol definicional entre uno
cualquiera de los varios existentes.

Como ya se ha indicado no todo TRS ortogonal y CB es inductivamente
secuencial. Notad, por ejemplo, que el TRS de Berry [26]

f(X,a,b) = ¢

donde a, b y ¢ se consideran simbolos constructores, es claramente un TRS CB
ortogonal pero no es inductivamente secuencial, ya que es imposible construir
un arbol definicional para f.

Una representacién grafica de los arboles definicionales puede facilitar su en-
tendimiento. Es habitual asociar a cada nodo un patrén y marcar, mediante
un recuadro, cada posicién inductiva de una rama. Finalmente, las hojas con-
tienen las reglas correspondientes. La Figura 1 ilustra el drbol definicional para
la funcién “<” del Ejemplo 1.

s(X')<0— false s(X')<s(Y')—> X' LY’

Fig. 1. Arbol definicional para la funcién “<”

Ahora estamos en disposicién de definir qué entendemos por estrategia de
narrowing necesario. La descripcién que realizamos de la estrategia de narrowing
necesario, extraida de [6] (y similar a la que aparece en [10]), es ligeramente
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diferente a la presentada en [12], pero conduce a los mismos pasos de needed
narrowing en una derivacién.*

Definition 14 (Estrategia de Narrowing Necesario). Sea R un TRS in-
ductivamente secuencial. Sea t un término encabezado por un simbolo de op-
eracién y P un drbol definicional con pattern(P) = « tal que © < t. Definimos
una aplicacidn A de términos y drboles definicionales a conjuntos de ternas (posi-
cion, regla, substitucidn) como el menor conjunto que satisface las siguientes
propiedades. Consideramos dos casos para P:

1. Si7 es una hoja, i.e., P ={w}, y ™ = r es una variante de una regla de R,
entonces A(t, P) = {{A,m — r,id)}.

2. Si w es una rama, considerar la posicion inductiva o de m y un hijo m; =
mlei(®1,...,xn)]o € P. Sea P; = {n' € P | mi < «'} el drbol definicional
donde todos los patrones son instancias de mw;. Entonces consideramos los
siguientes casos para el subtérmino t|,:

(p,R,o07) sitlp=z€ X, T={x/ci(z1,...,2n)},
y (pa RJ U) € )‘(T(t)J,Pz)7
A(t,P) 5K {p,R,00id) sitl,=ci(t1,.---,tn) ¥ (p,R,0) € X(t,P;);

(0.p,R,00id) si t|, = f(t1,.-.,tn), f €EFy (p,R,0) € A(t|o, P’)
donde P’ es un drbol definicional para f.

Informalmente, el narrowing necesario aplica una regla si es posible (caso
1) o comprueba los subtérminos correspondientes a las posiciones inductivas de
una rama (case 2): si dicho subtérmino es una variable, queda instanciada con
el constructor de un hijo (formando lo que denominamos un enlace de substitu-
cion adelantada); si ya es un constructor, procede con el hijo que le corresponde
(aquél que en la misma posicién inductiva presenta un término constructor plano
encabezado por el mismo simbolo constructor); si es una funcién, se evalda apli-
cando recursivamente la definicién de narrowing necesario. Asi pues, la estrategia
difiere de otras estrategias perezosas en la instanciacién de variable libres me-
diante substituciones adelantadas. Este hecho hace que la estrategia compute
respuestas que no son unificadores mas generales.

Para computar pasos de narrowing necesario para un término ¢ encabezado

por un simbolo de funcién f, tomamos el drbol definicional P de f y computamos

A(t, P). Entonces, para cada (p, R,0) € A(t,P), el paso tp«’f}:N t' es un paso de

narrowing necesarto.

Ezxample 3. Consideremos, de nuevo, las reglas para “<” y “4” del Ejemplo 2.
Entonces, la estrategia A computa para el término X < X + X el siguiente
conjunto de ternas:

{(4,0 < N = true,{X — 0}), (2,s(M)+ N — s(M + N),{X — s(M)}}

4 La estrategia A de la Definicién 14 computa las mismas ternas, que la estrategia
original, definida en [12], si en las substituciones nos restringimos a las variables del
término inicial y no tenemos en cuenta los posibles renombramientos de variables.
Para que la Definicién 14 se ajuste exdctamente a la original, basta con que, en el
punto (1), A(t,P) devuelva {{A,7 — r, mgu(t, 7))} en lugar de {{A, 7 — r,id)}.
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que se corresponden con los siguientes pasos de narrowing:

X<X+ X true
X < X + XD s() < s(M + s(0))

La comparacion de estos pasos de narrowing con los de las derivaciones obtenidas
en el Ejemplo 2, nos muestra que needed narrowing solamente da pasos necesar-
ios para el cémputo de una respuesta.

En lo que sigue, resumimos una serie de propiedades interesantes de la es-
trategia de narrowing necesario que nos seran muy utiles en el futuro. La primera
proposicién muestra que cada substitucién en un paso de narrowing necesario in-
stancia solamente variables que aparecen en el término inicial. Antes de presentar
esta proposicion, reparemos en que, en cada paso recursivo ¢ durante el computo
de A, componemos la subtitucién actual 9; (que puede ser la identidad) con las
computadas en las llamadas recursivas previas 9 o- - -04;_;. De este modo, cada
paso de narrowing necesario puede representarse como (p, R, 0 ---091), que
denominamos representacién candnica de un paso de narrowing necesario. Como
en los procedimientos de prueba de la programacién légica, suponemos que los
arboles definicionales siempre contienen variables frescas cuando se emplean en
el computo de un paso de narrowing. Esto supone que todas las substituciones
computadas son idempotentes.

Proposition 3. [6] Si (p,R,0 0 ---0¥1) € A(t,P) es un paso de narrow-
ing necesario, entonces, para i = 1,...,k, se tiene que ¥; = id o bien ¥; =
{z/c(z1,...,2,)} (donde x1,...,x, son variables distintas) con x € Var(¥;_; o

"'0191(75))-

Se debe observar que de la Proposicién 3 se deriva que los términos ¢(z1, ..., Z,)
del rango de las substituciones ¥; son constructores planos lineales y, puesto que
las variables z1,...,x, provienen de reglas renombradas aparte del programa,
no comparten variables con otros términos del rango de otras substituciones
¥; con i # j. Notad también que, si ¥; = {z/c(z1,...,2,)}, dado que z €
Var(¥9;—1 o --- o ¥1(t)), la variable x puede pertenecer a las variables del rango
de los componenetes ¥; (con j < ¢) hallados previamente.

Corollary 1. Sea R un programa inductivamente secuencial yt y s dos términos.
SiD=(t '\gNN* s) es una derivacidn de narrowing necesario, entonces para to-
do par de variables distintas x,y € Dom(oarr)), 0(z) y o(y) son términos
constructores lineales que no comparten variables.

Proof. Por induccién en el nimero de pasos de la derivacion D.

.., . [p,R,0] . .,
1. Caso base (n = 1). La derivacién D es de un sélo paso t ~»y 5 s. Por definicién
de paso de narrowing necesario y la Proposicién 3, los términos del rango de

la susbtitucién o son constructores lineales que no comparten variables.
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2. Caso inductivo (n > 1). La derivacién D tiene longitud n

_ [p1,R1,01] _[p2,R2,02] [Pn,Rn,0n] _

t=89 ~nn 81 ~oyn ... My Sp =8,
donde 0 = 0, 0...005 0 07. Ahora podemos dividir la derivacién D en dos
partes:

_ o' * [PmRn ,‘7"]

t =80 ~nn Sn—1 ~nn  Sp =S,
donde ¢ = 0,1 0...00;. Notad también que, si R; = I; — r; en-
tonces sp—1 = op_1(...(o2(o1(s0[r1]p)[r2]ps - - )Tn—1]p._1), PO lo que si
x € Dom(c') entonces z ¢ Var(s,—1). Por consiguiente, teniendo en cuenta
la aclaracién anterior y el hecho de que las reglas del programa se renom-
bran aparte, Dom(c') N Dom(o,) = . Asi pues, opyqr(r) = 0n © (afwr(t)) U
OnVar(t)-
Por hipotesis de induccién, para toda variable z e y distintas de Dom(afwr(t))
los términos ¢'(x) y o'(y) son constructores lineales que no comparten vari-
ables. Ademds, las variables de los términos del rango de o'y, () son vari-
ables que provienen de reglas renombradas aparte R; de R (con i < n).
Por la Proposicién 3, los términos del rango de opnpar(s,_,) SOn constructores
lineales que no comparten variables entre ellos. Tampoco con los términos
del rango de o'yper(1), ya que las variables que aparecen en el rango de
On[Var(s,—,) SON variables nuevas que provienen de la regla renombrada a-
parte R,. En particular, los términos del rango de oy, 1y,r(¢) SOn constructores
lineales que no comparten variables entre ellos, ni con los términos del rango
de JI[Var(t)-
Por otro lado, las variables de Dom(o,) son variables del término s,_1
o variables nuevas que provienen de la regla renombrada aparte R,. Esto
es, 0n = (Onvar(sn_1)) Y Onvar(r,)- Entonces, la composicién de o, sobre
o' \yar(t) siempre introduce subterminos del rango de oy yar(s,_,) que, cOmo
ya hemos dicho, son constructores lineales que no comparten variables ni
con los términos del rango de o' 1y4,() ni con los otros términos del rango de
Onvar(t)- PoOr consiguiente, los términos del rango de o}y,,(;) son construc-
tores lineales que no comparten variables.

Para programas inductivamente secuenciales, el narrowing necesario es cor-
recto y completo con respecto a ecuaciones estrictas y substituciones construc-
toras como solucién de dichas ecuaciones. Mas aiin, el narrowing necesario no
computa soluciones redundantes. Estas propiedades se formalizan en el siguiente
teorema:

Theorem 2. [12] Sea R un programa inductivamente secuencial y e una e-

cuacion.

1. (Correccion) Si e ~* true es una derivacidn de narrowing necesario, en-
tonces o es una solucion para e.

2. (Completitud) Para cada substitucion constructora o que es una solucidn
de e, existe una derivacion de narrowing necesario e ~»%, true con o' <

o [Var(e)].
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3. (Minimalidad) Si e ~7 true and e ~%, true son dos derivaciones de nar-
rowing necesario distintas, entonces o y o' son independientes (i.e., existe
ol menos un x € Var(e) tal que o(z) # o'(x)).

4 Programas Uniformes.

Los programas uniformes Babel fueron introducidos en [29, 30]. La uniformidad
es una restriccién sintactica que premite una implementacién eficiente de la
estrategia de narrowing perezoso. A continuacién presentamos una definicién de
programa uniforme ligeramente diferente a la presentada en [30] y adaptada a
la clase de programas de primer orden sin tipos con los que trabajamos®.
Definition 15 (Programa uniforme). Un programa uniforme consiste en un
conjunto de reglas f(t1,...,tn) = r que cumplen las siguientes restricciones:

1. Patrones constructores planos: cada t; es una variable o un constructor

c(z1,-..,2n). En el dltimo caso, se dice que f demanda el i-esimo argumento
y que ¢ es el constructor demandante.
2. Linealidad por la izquierda: las partes izquierdas de las reglas, f(t1,...,tn),

no contienen multiples ocurrencias de la misma variable.

3. Restriccion de variables libres: las partes derechas de las reglas, r, no con-
tienen variables libres (i.e., variables que no aparecen en la parte izquierda).

4. Uniformidad: sean f(t1,...,t,) y f(s1,--.,8,) partes izquierdas de las reglas
que definen f, entonces, t; es una variable si y solo si s; es una variable.

5. No-ambigiiedad: Si ly — r1 y lo — ro son dos reglas distintas cualesquiera
que definen f, 1y y Iy no son unificables®.

Lemma 3 (Estructura de los Programas Uniformes). Sea R un programa
uniforme. Sea Ly = {l | | = r € RAHead(l) = f} el conjunto de las lhs’s de
las reglas que definen la funcion f en R.

1. Sea una posicion k € {1,...,n}. Para toda l € Ly, l|, es una variable, o
bien para toda l € Ly, l|1, es un constructor lineal plano.

2. Si en las lhs’s de las reglas que definen f aparecen argumentos con términos
constructores planos, dadas dos lhs’s I; € Ly y lo € Ly correspondientes
a reglas distintas cualesquiera, existe un argumento k € {1,...,n} tal que

® Hemos cambiado la condicién de no-ambigiiedad débil, de la definicién original en
[30], por la condicién de no-ambigiiedad (fuerte), para impedir que en un programa
aparezcan reglas que sean un renombramiento una de otra. Este tipo de reglas son las
tnicas cuyas lhs’s pueden unificar cumpliendo la restriccién de no-ambigiiedad débil
en programas uniformes. Asi pues, para esta clase de programas, considerar que las
reglas que son renombramientos son la misma regla, equivale a exigir la condicién de
no ambiguedad (fuerte).

Esta definicién es una particularizacién de la dada en los preliminares, ya que para
TRS CB y ortogonales, al ser los argumentos de las lhs’s de las reglas términos
constructores, la tUnica posibilidad de que dos reglas solapen es que lo hagan sobre
la posicién A.
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Llk =ci(x1,- -, 2ny) ylo|lk = c2(y1,-. -, Yn,) cOn 1 # 2. En caso contrario,
f estd definida por una sdla regla f(z1,...,2,) — 7.

Proof. Demostremos los dos puntos por separado:

1. Procedemos por reduccién al absurdo. Supongamos que existen dos lhs’s
li € Ly yly € Ly, tal que en la posicién k, li|p = 2z y bk = c(z1,...,2,).
Esto viola la restriccién (4) de uniformidad, con lo que R no puede ser un
programa uniforme.

2. Procedemos por casos y por reduccion al absurdo en cada caso:

— Consideremos el caso en el que aparecen constructores planos en algunas
de las posiciones k € {1,...,n} de las lhs’s de las reglas que definen f. Si
f estd definido por una sola regla, el punto (2) se cumple trivialmente. Si
hay mas de dos reglas que definen f, tomemos doslhs’sly € Ly yls € Ly
cualesquiera. Supongamos que no existe un argumento k € {1,...,n} tal
que li| = c1(x1,.--,Zn) ¥ ok = c2(y1,---,Yn) con c; # co. Entonces,
teniendo en cuenta el resultado del punto anterior, I; y I son identicas
salvo renombramiento, ¢, y por tanto unifican, siendo o el unificador
mas general. Esto viola la condicién (5) de no-ambigiiedad.

— En el caso de que no aparezcan constructores planos en ninguna de las
posiciones k € {1,...,n} de las lhs’s de las reglas que definen f, pro-
cedemos de igual forma. Concluimos que f estd definida por una séla
regla f(x1,...,%n) = 7.

El Lema 3 pone de manifiesto la estructura de los programas uniformes. En
un programa uniforme, las funciones f/n estdn definidas por una o més reglas
cuyas lhs’s son de la forma

FGoer (@1, @myy )y e s iy (YLs -+ o Yy, )y -+ 0),s

siendo {k1,...,kp} C {1,...,n} posiciones fijas en las que aparecen construc-
tores planos mientras en el resto de las posiciones aparecen variables, o bien
por una séla regla de la forma f(x1,...,2,) = r. En el primero de los casos,
cuando hay més de una regla definiendo el simbolo f, para cada par de reglas,
al menos en uno de los argumentos no variables debe aparecer un término con-
structor plano con un simbolo constructor diferente. Por razones que quedaran
claras més adelante, denominaremos a las posiciones fijas {ki, ..., k,} en las que
aparecen constructores planos posiciones inductivas de f.

Example 4. El programa

f( a,bﬂc)
fX ,b,b,C)
f(X,b,b,b) —

donde a, b y ¢ se consideran simbolos constructores, es un ejemplo de programa
uniforme.

22



La posibilidad de realizar evaluaciéon perezosa es una caracteristica impor-
tante de los lenguajes l6gico-funcionales. Sin embargo, como se muestra en [24,
39], es dificil combinar una estrategia de evaluacién perezosa con el uso de vari-
ables ldgicas y una implementacién que utilize una técnica de busqueda en pro-
fundidad con vuelta atrds (backtracking). Pueden destacarse los siguientes prob-
lemas relacionados con el uso de la evaluacién perezosa:

— Por un lado, la computacién de un término ¢ puede no terminar si se de-
manda un subtérmino ¢|,, en una posicién interna p de ¢, para el que existen
infinitos resultados y ninguno de ellos contribuye al cémputo (proporcionan-
do la posibilidad de unificar una regla del programa con el término) més
externo t.

— Por otra parte, cuando se retrasa la evaluacion de un término, éste puede
evaluarse varias veces, en lugar de una sola vez, como ocurriria si se empleara
una estrategia de evaluacién impaciente (innermost).

— Finalmente, la existencia de puntos de vuelta atras “adicionales”, asociados
a la existencia de diversos redexes, dificulta una implementacién eficiente
(y posiblemente completa) de la estrategia de narrowing perezoso, que debe
gestionar esos puntos de vuelta atras “adicionales”, junto con los habituales
(en programacién 1égica) asociados a la eleccién de las diferentes reglas.

El primero de los problemas puede solucionarse mediante el empleo de técnicas
de evaluacién mixta, combinando narrowing perezoso con narrowing impaciente
para el cémputo de los subtérminos demandados. El segundo puede resolverse
utilizando comparticién (sharing) de variables o alguna técnica de reduccién
basada en grafos. Los programas uniformes fueron introducidos por vez primera
en [29] para paliar el dltimo de los inconvenientes mencionados.

El siguiente ejemplo aclara y profundiza en este dltimo punto.

Ezample 5. [29] Dado el programa (no uniforme)

R ={ R : £(0,0) -0
Ry : f(s(X),0)  — s(0)
Rs @ f(X,s(s(Y))) — s(s(0))}

y el término t = f(f(X,Y), Z), puede construirse el drbol de biisqueda de la
Figura 2, donde se han subrayado los distintos redexes y se han etiquetado las
ramas con las reglas de R empleadas en cada paso de narrowing perezoso. Puede
apreciarse que, cuando se evalua el término ¢, las reglas R; y Rs de R demandan
el primer argumento, ya que f(X,Y’) no estd suficientemente evaluado. Por lo
tanto, se postpone la aplicacién de las reglas R; y Ry hasta haberse evaluado el
argumento f(X,Y). Sin embargo, la regla R3 si puede ser aplicada directamente
sobre . Al evaluar el término demandado f(X,Y), nuevamente debe considerarse
la aplicacién de todas las reglas.

Este ejemplo muestra la aparicién de diversos redexes demandados por dis-
tintas reglas, lo que obliga a considerar, en una implementacién secuencial de la
estrategia de narrowing perezoso, puntos de eleccién de vuelta atras asociados a
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fFX.Y), Z)

B RN

f0.2)  f60.2)  f660).2)  s(s(0)

[s(s(0)),
" }R W {X/X1, Y/5(s(11)),
0 5(0) 5(0) s(s(oy) 2/}

[s(s(0)), {Z/s(s(Y))}]

Fig. 2. Arbol de bisqueda para el término f(f(X,Y’), Z) utilizando LN. Se muestran
las salidas redundantes.

las reglas asi como asociados a la existencia de diferentes redexes (para los que
no existe algo andlogo en el contexto de la programacién légica y que provocan
un nuevo intento de unificacién con las diferentes reglas del programa). Esta
singularidad plantea problemas de eficiencia, no solamente porque ambos tipos
de puntos de eleccién deben ser gestionados en una implementacién secuencial
de la estrategia de narrowing perezoso, sino porque también pueden aparecer
cémputos redundantes. Se debe notar que, en el ejemplo anterior, las dos ra-
mas mas a la derecha computan el mismo resultado con la misma respuesta. La
principal dificultad radica en el hecho de que pueda darse un paso de narrowing
perezoso sobre una posicién de ¢ (A) con una regla (R3), mientras que no es posi-
ble dar un paso de narrowing perezoso con las otras reglas sobre dicha posicién.
Los programas uniformes se introdujeron para evitar este tipo de situaciones,
en el que diferentes reglas demandan diferentes redexes de un mismo término,
lo que conduce a la existencia de puntos de vuelta atras asociados a diferentes
redexes que deben ser explotados. La idea es remplazar los puntos de vuelta
atras debidos a los diferentes redexes por puntos de vuelta atras debidos a la
eleccién de las diferentes reglas del programa.

En [29] se presenta un algoritmo que transforma cualquier programa (en el
sentido definido en el Apartado 3.1) en un programa uniforme. Denotaremos este
algoritmo mediante el simbolo Up. La transformacion Up es idempotente, esto es
Up(UB(R)) = Ur(R). El siguiente ejemplo muestra las ventajas de transformar
un programa en un programa uniforme.
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Ezample 6. La implementacion del lenguaje l6gico-funcional BABEL, propuesta
en [29], transforma el programa R del Ejemplo 5 en el programa uniforme:

Us(R) ={ f(X,0) — h(X)
f(X,s(Y)) = g(Y)
9(s(Y))  — s(s(0))
h(0) -0
h(s(X)) —s(0)}

donde g y h son simbolos de funcién nuevos, que no aparecen en el programa
original. Ahora, en la evaluacién del término f(f(X,Y), Z), todas las reglas del
programa que definen f se aplican sobre la posicién A. En general, para un
término f(s1,s2), siendo s2 un término encabezado por un simbolo de funcién,
todas las reglas del programa que definen f demandan el segundo argumento so.

Para el programa del Ejemplo 6, los puntos de vuelta atrds debidos a difer-
entes redexes han sido eliminados. También puede comprobarse una mejora
de la eficiendia debido a la desaparicién de salidas redundantes. El programa
del Ejemplo 5 computa las salidas [s(s(0)),{X/X1,Y/s(s(Y1)), Z/s(s(Y2))}] ¥
[s(5(0)),{Z/s(s(Y3))}], donde cldramente la iltima respuesta es mas general
que la primera, sin embargo el programa del Ejemplo 6 sélo computa la salida
[s(s(0)),{Z/s(s(Y3))}].

A pesar de las ventajas de los programas uniformes, no siempre se consigue
con ellos la eliminaciéon de los puntos de vuelta atras asociados a diferentes
redexes demandados, en un mismo término, por diferentes reglas del programa.
Esto se pone de manifiesto mas adelante, en el Ejemplo 12.

Por otra parte, la transformacién Up presenta deficiencias, algunas de las
cuales ya fueron mencionadas en [29], que detallamos a continuacién. La trans-
formacién Up consta de dos fases: i) aplanamiento, que produce reglas cuyas
lhs’s son patrones constructores planos; ii) obtencidn de uniformidad, que ase-
gura que se cumpla la correspondiente restricciéon de uniformidad sin violar el
resto de las restricciones que debe respetar un programa uniforme. Sin embargo,
Up no siempre logra preservar la ortogonalidad (débil) del programa original,
dando lugar a programas que violan la restriccién de no-ambigiiedad. Por este
motivo en [29] se introduce una tercera fase consistente en “fusionar” adecuada-
mente las reglas que poseen la misma lhs salvo, renombramiento de variables, y
que, por lo tanto, incumplen la restriccién de no-ambigiiedad (débil) que debe re-
spetar todo programa uniforme. Esta tercera fase ha sido empleada para obtener
el programa del Ejemplo 6, a partir de un programa transformado intermedio
en el que se habia perdido la ortogonalidad (débil) del programa original y que,
por lo tanto, no era uniforme. Desgraciadamente, no siempre es posible eliminar
el problema comentado, a través de la fusion de reglas realizada en la fase final
de la transformacién sin introducir otros problemas. Los dos ejemplos siguientes
ponen de manifiesto este hecho.
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Ezxample 7. Sea el programa, ortogonal y CB:
R={f(a,b,X) =1
fle,X,c) =2
f(X,a,b) — 3}.

Por ser ortogonal, R es lineal por la izquierda y no-ambigiio. Asimismo, este
programa cumple la restriccién de patrones constructores planos. Por lo tanto
la primera fase de la transformacién Up devuelve el programa original R. Si
aplicamos la segunda fase de la transformacién g a R, obtenemos el programa
{ f(Ya ZaX) - fiv(Ya ZyX)
fiv(YabaX) - fl(YabaX)
fila,b,X) —1
F(V,X,2) — £,(Y,X,2)
fv(Y X C) — fii(Y; X, C)
file,X,c) —
f(X7Y7Z) - fvi(XaYa Z)
fm'(X, Y, C) — f”, (X, Y, C)
fiii(X,a,b) — 3},
donde los simbolos de funcién f;, ..., f,; son simbolos nuevos que no aparecen en
el programa original. Podemos observar que, ahora, el programa obtenido cumple
la restriccién de uniformidad pero incumple la restriccién de no-ambigiiedad, ya
que las lhs’s de las reglas primera, cuarta y septima unifican. Por lo tanto,
el programa no es uniforme. Podemos intentar recuperar la restriccién de no-
ambigiiedad del programa original R mediante la fusién adecuada de las reglas
que plantean el conflicto. Tras la fusién de dichas reglas se obtiene el programa
Ri= { f(XJYJ Z) - fl(X7Y7 Z)
fl(Y7b7X) - f@(Y7b7X)
fi (a7 ba X) =1
fl(Y7X7c) - fii(Y,X,C)
f,’,’(c, X, C) — 2
(X, Y,¢) = fui(X,Y,¢)
fz'ii(X7 a, b) — 3})
que tampoco es uniforme, ya que la funcién definida f;, introducida para fundir
las reglas en conflicto y eliminar el problema de la no-ambigiiedad, incumple la
restriccién de uniformidad. El resultado es un programa que debe ser sometido
a un nuevo proceso de transformacién. Aplicando un proceso de transformacién
como el anteriormente descrito al programa R;, obtenemos el programa
R2 = { f(X7Y7 Z) - fl(X7Y7 Z)
fl(X7Y7 Z) - f2(X7Y7 Z)
f2(Y7 baX) - fi(Y7 baX)
f’i (a7 ba X) -1
f2(Y7X C) - fu(Y X C)
fii(ca X C)
fz(X,Y c) — fm(X Y, c)
fiii(X, a,0) = 3},
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Podemos apreciar que el programa R, simplemente reproduce el programa R4
(pero ahora con la nueva funcién definida f» y la regla redundante f; (X,Y, Z) —
F2(X,Y, Z)). Esta claro que después de transformar este programa y fusionar sus
reglas n veces obtendriamos el programa

Rn:{f(XaYaZ) _>f1(X5Y5Z)
fl(XaYaZ) _>f2(X5Y5Z)

f’nfl(XJYJ Z) — fn(XJYJ Z)
fﬂ(Y7b7X) _>fi(Y7b7X)
fi(a,b,X) -1
fn(Y,X,C) %fii(Y;X;C)
fii(C,X,C) — 2
fn(X,Y,C) _>fiii(X7Y7C)
fzzz(Xa a, b) - 3}7

que sigue sin ser uniforme.

Debilitar la restricciéon de no-ambigiiedad, permitiendo el uso de programas
débilmente no-ambigiios, no mejora el comportamiento de la transformacién Up,
como muestra el siguiente ejemplo.

Ezxample 8. Dado el programa débilmente ortogonal y CB:

{f(a,Y)—=c
f(X;b) = ¢}

Si aplicamos la transformaciéon Up en sus dos primeras fases, obtenemos el pro-
grama

{/(X,Y) = f(X,Y)
[(X,Y) — f1(X,Y)
f(a,Y) =c

donde f’ y f" son simbolos de funcién nuevos, que no aparecen en el programa
original. Podemos observar que el programa obtenido incumple la restriccién de
no-ambigiiedad débil, ya que las lhs’s de las dos primeras reglas son iguales, y
por lo tanto no es uniforme. Si ahora intentamos fundir las reglas adecuadamente
obtenemos el programa

fi(@,Y) = ¢
f1 (X, b) — C},
que tampoco es uniforme, ya que la funcién definida f;, introducida para fundir

las dos primeras reglas y eliminar el problema de la no-ambigiiedad débil, in-
cumple la restriccién de uniformidad. El resultado es un programa que debe ser
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sometido a un nuevo proceso de transformacién. Si nos fijamos bien, el programa
obtenido simplemente reproduce el programa original (pero ahora con la nueva
funcién definida f1). Esta claro que después de transformar este programa y
fusionar sus reglas n veces obtendriamos el programa

HXY) = fHL(XY)

ot (X,Y) = fu(X,Y)
fn(a,Y) —c
f(XB) =),

que sigue sin ser uniforme.

La caracteristica comidn de los programas del Ejemplo 7 y del Ejemplo 8 es
que no son inductivamente secuenciales, contrariamente a lo que sucedia con
el programa del Ejemplo 5. A la vista de estos ejemplos podemos concluir que
la transformacién Up, compuesta de las tres fases anteriomente mencionadas,
no termina obteniendo un programa uniforme cuando se parte, en general, de
un programa, (débilmente) ortogonal y CB. Conjeturamos que Up sélamente es
correcta cuando se usa sobre programas inductivamente secuenciales.
Recientemente, Zartmann ha introducido una nueva clase de programas u-
niformes, obtenidos mediante una transformacién, definida en [45], a partir de
programas inductivamentes secuenciales [12,8]. En lo que sigue denotaremos la
transformacién de Zartmann mediante el simbolo Uz. La transformacién Uz
es idempotente. Esta transformacién conduce a programas que llevan “precom-
pilada” la informacién almacenada en los arboles definicionales, en el sentido
de que para ellos narrowing perezoso y marrowing necesario coinciden (como
mostraremos mds adelante). Los programas uniformes definidos por Zartman-
n se caracterizan porque en las lhs’s de las reglas que definen f puede haber
como méximo un argumento k € {1,...,n} en el que aparece un constructor
plano, siendo el resto de los argumentos ¢ # k, argumentos en los que apare-
cen variables. Atendiendo a esta caracteristica, denominaremos a los programas
uniformes definidos por Zartmann, programas uniformes simples, ya que sélo
poseen una posicién inductiva. La clase de programas uniformes simples es un
subconjunto de los programas uniformes, como se ilustra en la Figura 4.

Ezample 9. El programa

f(Xﬂcl)Y)Z) _> 1
f(X,0,Y,Z) =2
f(X,e,Y,Z) =3

donde a, b y ¢ se consideran simbolos constructores, es un ejemplo de programa
uniforme simple.
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Los programas uniformes simples son inductivamente secuenciales, i.e., cada
una de las funciones definidas en el programa tienen asociado un arbol defini-
cional.

Ezxample 10. La funcién f definida en el programa del Ejemplo 9 tiene asociada
el arbol definicional de la Figura 3.

Notad que este arbol es tnico y sélo posee un nivel, en correspondencia con la
Unica posicién inductiva que aparece en la funcién f definida en el programa del
Ejemplo 9. De esta forma, los subarboles que cuelgan de la raiz del arbol defini-
cional son hojas. Este hecho es generalizable al resto de los drboles definicionales
asociados a funciones definidas en programas uniformes simples.

f(X17 ,X37X4)

]

f(X1,a,X3,X4) =+ 1 f(X1,b, X3, X4) = 2 f(X1,¢,X3,X4) = 3

Fig. 3. Arbol definicional para la funcién “f” definida en el Ejemplo 9.

La siguiente proposiciéon pone de manifiesto que los programas uniformes
también son inductivamente secuenciales. La Figura 4 ilustra la relacién existente
entre éstos y otras clases de programas ortogonales.

Proposition 4. Todo programa uniforme es inductivamente secuencial.

Proof. Basta probar que a cada una de las funciones f definidas en un progra-
ma uniforme R le corresponde un arbol definicional. Para realizar la prueba,
definiremos un procedimiento que permita la construcccién de un &drbol cuya
raiz sea el término f(xy,...,x,) y cuyas hojas sean los términos del conjunto
Ly ={l| I -5 r € RAHead(l) = f} de las lhs’s de las reglas que definen la
funcién f en R. Finalmente, comprobaremos que el arbol construido cumple las
restricciones de la Definicién 12 de 4rbol definicional.

SeaI ={k| l € Lyl = cp(®1,...,Zm,)} €l conjunto de posiciones
inductivas de f, que por el Lema 3 est4 fijado por igual para todas las reglas de
R que definen f. Nuestro procedimiento constructivo es el siguiente:

Algoritmo 1
Entrada: El conjunto Ly de las lhs’s que definen f.
El conjunto I de posiciones en las que aparece un constructor plano.
Salida: Un conjunto P de patrones lineales.
Initializacién: P = {mo},
siendo mo = f(x1,...,%Tn) Y X1,. .., Ty variables nuevas
Mientras I # & haced

29



1) Seleccionar un k € I arbitrario; I :=1I\ {k};
2) H={r| m es una hoja de P};
3) Repetir
3.1) Seleccionar una hoja m € H; H := H \ {r};
3.2) L,={l|leLAr<l}
3.3) C={ci(z1,---,zm;) | (Vi)(l; € Lz N Head(li|r) = ¢},

donde las variables z1,...,ZTm; Son nuevas
3.4) Para coda ci(z1,...,2m;) € C,
- formar una nueva hoja 7; = w[c;(X1,- -, Tm;)]k;
- P:=PU{m};
Hasta que H = &
FinMientras
Devolver P

Hacemos notar que el algoritmo anterior trata todos los casos posibles rela-
tivos a la definicién de una funcién, f, por las reglas del programa. En partic-

ular, cuando la funcién f estd definida por una sola regla f(z1,...,z,) — 7,
entonces Ly = {f(z1,...,2,)} e I = &, obteniendose de forma inmediata el
arbol P = {f(z1,-..,%,)} constituido por un sélo nodo.

El conjunto de patrones lineales P construido por el algoritmo que acabamos
de describir, estd ordenado por el orden < (de generalidad relativa estricta) y
cumple las propiedades que caracterizan un arbol definicional:

— Propiedad de la raiz: Efectivamente, pattern(P) = f(x1,...,%,) es un ele-
mento minimo, ya que f(xi,...,%,) < 7 para todo 7 € P.

— Propiedad de las hojas: Por construccién, las hojas de P son los elemen-
tos del conjunto Ly. Estos se han obtenido a partir del elemento minimal
f(z1,...,2,), instanciando cada posicién inductiva, k € I, con los correspon-
dientes constructores planos (pasos 3.2 a 3.4). Por consiguiente, los elementos
de Ly son instancias de sus respectivos ancestros en el drbol construido y
por consiguiente los elementos maximales de P

— Propiedad de los padres: Por construccién, dado un nodo 7 = f(...,xg,-..)
le corresponden diferentes hijos m; = f(...,ci(z1,...,Zm;),. - .). Por consigu-
iente, a cada nodo m; € P distinto de pattern(P) le corresponde un dnico
padre m < m;, no pudiendo existir otro padre 7’ tal que m < «' < 7;, ya que
la variable z}, es sustituida por un constructor plano ¢;(z1,. .., %m,), cuando
formamos ;.

— Propiedad inductiva: Dado un nodo 7 € P\ Ly las posiciones inductivas son
elementos de I. El paso 3.4 del algoritmo que construye P nos asegura que
los hijos m; de w cumplen la propiedad inductiva.

Observad que la Proposicién 4 asegura que, dado un programa uniforme, para
cualquier funcién definida en el programa es posible construir su arbol defini-
cional, haciendo uso del Aloritmo 1, partiendo de una posicién inductiva ar-
bitraria. Esto no sucede para los programas inductivamente secuenciales no u-
niformes (e.g., es imposible construir el drbol definicional de la funcién “<”
definida en el Ejemplo 1, si seleccionamos como posicién inductiva el segundo
argumento).
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Ortogonales y C.B.

Inductivamente secuenciales

Uniformes

Uniformes

simples

Fig. 4. Una clasificacién de los programas

Example 11. El Algoritmo 1 construye el arbol definicional de la Figura 5 parala
funcién f definida en el programa del Ejemplo 4. La figura se ha obtenido concre-
tando la regla de seleccién de posiciones inductivas, de modo que seleccionamos
la posicién més a la izquierda de entre las del conjunto 1.

Notad que el nimero de niveles y posiciones inductivas del arbol definicional
es igual al nimero de posiciones inductivas que aparecen en las lhs’s de las
reglas que definen f. Por construccion, este es un hecho generalizable a todos los
arboles definicionales asociados a programas uniformes. Ahora debe de quedar
clara la razén por la que elejimos el nombre de “posicion inductiva”’ para las
posiciones, del patrén de una regla del programa, en las que aparecen términos
constructores planos. Como hemos visto estas posiciones se corresponden con las
posiciones inductivas del arbol definicional.

f( X, X2 , X3, X4)

_— N

f(X1,a,] X3 | Xa) F(X1,b,[Xs] Xa)

f(Xlaa7b: ) f(Xlabab: )

‘ /\

f(Xl,a,b,c)—>1 f(Xlab,bac)_)2 f(Xlab,bab)_)E;
Fig. 5. Arbol definicional para la funcién “f” definida en el Ejemplo 4.

En lo que sigue, diremos que un drbol definicional se construye de la forma
obvia cuando en el Algotitmo 1 se concreta la regla de seleccién de posiciones
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inductivas, de modo que seleccionamos la posicién mds a la izquierda de entre
las del conjunto I (i.e., seleccionamos de izquierda a derecha los argumentos que
son posiciones inductivas de las funciones definidas por el programa).

5 Estrategias de Evaluaciéon Perezosa en Programas
Uniformes.

En este apartado estudiamos la equivalencia entre las estrategias de narrowing
perezoso y marrowing necesario para programas uniformes. Como resultado de
este estudio definimos un refinamiento de la estrategia de narrowing perezoso,
que denominamos narrowing perezoso uniforme, para el que probamos su correc-
cién y completitud. Comenzamos con una serie de resultados sobre programas
uniformes simples que nos sirven de punto de partida.

5.1 Resultados para Programas Uniformes Simples.

Zartmann ha establecido la correspondencia entre las derivaciones que respetan
una estrategia de narrowing necesario en un programa R inductivamente secuen-
cial y las que respetan una estrategia perezosa en el correspondiente programa,
transformado Uz(R).

Theorem 3. [{5] Sea R un programa inductivamente secuencial. Sea Uz(R)

un programa uniforme simple. Sea t un término encabezado por un simbolo de
*

operacién f € F. Eriste una derivacion de narrowing necesario t ~3yy s en R

. , . . . ., . o *
a una hnf s si y sdlo si existe una derivacidn de narrowing perezoso t ~>py §
enUz(R).

El resultado anterior puede entenderse diciendo que la transformacién Uz es
correcta y completa, en el sentido de que el programa uniforme simple transfor-
mado, Uz(R), cuando se ejecuta empleando narrowing perezoso, tiene idéntica
semdantica que la obtenida para el programa original R, cuando se ejecuta ejecuta
empleando la estrategia de narrowing necesario.

El siguiente corolario establece la relacién existente entre derivaciones de
narrowing necesario y marrowing perezoso en un programa uniforme simple.

Corollary 2. Sea R un programa uniforme simple. Sea t un término encabezado
por un simbolo de operacion f 6 F y s un término en hnf. FEzxiste una derivacion

de narrowing necesario t «»NN s en R si y solo si existe una derivacion de
narrowing perezoso t'\»LN senR.

Proof. Inmediata, por el Teorema 3 y el hecho de que Uz(R) = R.

En el caso de programas uniformes, esta correspondencia en general no es
biunivoca, como muestra el siguiente ejemplo.
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Example 12. Sea el programa uniforme

R:: f(X,a,b) > 1
Ry : f(X,a,c) > 2
R3 a) —a

1 9(
Ry : g(b) — b

Para el término t = f(g(X),g(Y), 9(Z)) existen las siguientes derivaciones em-
pleando la estrategia de narrowing perezoso:

[2,R3,{Y/a}]

f(9(X),9(Y),9(2))" =5.n f(9(X),a,9(2))
SR F9(X),a,0)
[Alft;l,id] 1
y
Fl9(X),9¥), g(2)> ST £9(x),9(v),b)
HSI Fl9(X0),a,0)
iy

mientras que s6lamente es posible una derivacién empleando narrowing necesario
(cuando empleamos el drbol definicional para la funcién “f” que aparece en la
Figura 6):

[2,R3,{Y/a}]
F(9(X),9(Y),9(2)) " Xxn " f(9(X),a,9(2))
[3,R4,{Z/b}]
N f(9(X),a,b)
[A,R1,id]
NN 1.

Asi pues, la estrategia de narrowing perezoso, incluso cuando se aplica a pro-
gramas uniformes, sigue generando derivaciones redundantes (si bien, ambas
computan identicos resultados con las correspondientes respuestas y explotando
posiciones necesarias).

f(Xla 1 XS)

f(X1:a7 )

N

f(Xlaa:b)_)l f(X1,a,c)—>2

Fig. 6. Arbol definicional para la funcién “f”
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El Ejemplo 12 pone de manifiesto una cierta ineficiencia (ya comentada) de
la estrategia de narrowing perezoso frente a la de narrowing necesario. La causa
de ésta radica en el hecho de que, al emplear la estrategia de narrowing perezoso
sobre programas uniformes, varias reglas que definen una misma funcién pueden
demandar la evaluacién de posiciones diferentes de un término. Este era el caso
del término t = f(g(X), g(Y), g(Z)), para el que se demandan las posiciones 2 y
3, asociadas con las correspondientes posiciones inductivas de las reglas que de-
finen f. En los programas uniformes simples, dado que en cada lhs de una regla
sélo puede aparecer una posicién inductiva (i.e., un argumento con un término
constructor plano y en la misma posicidn para todas las reglas que definen una
determinada funcién), la estrategia de narrowing perezoso sélo demandard una
posicién de un término ¢t. Esta posicién serd una posicidn necesaria para la eval-
uacién del término ¢, de lo cual se deriva que los pasos de narrowing perezoso
y de narrowing necesario deben coincidir en programas uniformes simples. Este
resultado se presenta formalmente en la siguiente proposicién, que establece la
completa equivalencia entre las estrategias de narrowing necesario y de narrow-
ing perezoso para programas uniformes simples.

Proposition 5. Sea R un programa uniforme simple. Sea t un término en-
cabezado por un simbolo de operacion f € F y P el drbol definicional de f.
Entonces A(t,P) = Ngzy(t)-

Proof. Por induccién sobre la complejidad del término ¢t = f(#1,- .., t,), medida
por el nimero de simbolos de funcién y constructores que aparecen en t. Las
sustituciones se consideran mdédulo renombramiento de variables y restringidas
a las variables del término ¢.

1. Caso base (n = 1): En este caso, en ¢ no aparecen otros simbolos de funcién
o constructores que el simbolo f que lo encabeza. Siguiendo la Definicién 14
de la estrategia de narrowing necesario, A, distinguimos las siguientes posi-
bilidades.

(a) pattern(P) = 7 es una hoja. En este caso, la funcién f estd definida por
una Unica regla R = f(x1,...,%,) — r y es inmediato comprobar que
A P) = Masy () = {{A, B, id)}.

(b) pattern(P) = = es una rama. Dado que todos los argumentos del término
t son variables, necesariamente, para la unica posicién inductiva o de P
se cumple que t|, = z.

Por ser R uniforme simple, los subdrboles P}, que cuelgan de la posicién
inductiva o son tales que pattern(Py) = li, es una hoja (i.e., la lhs de una
de las m reglas Ry = I, — 1 que definen f) y por lo tanto A(7x(¢), Px) =
{(A, Rg,id)}, donde 7, = {z/ck(x1,-..,2,)}. Aplicando la definicién de
estrategia de narrowing necesario, A, es inmediato obtener que A(t,P) =
U;nzl {(AJ Rk7 Tk>}'

Por otro lado, Aazy = Uje; A-(t,4,k). Por ser R uniforme simple,
las reglas que definen f tienen todos sus argumentos variables, sal-
vo el situado en la posicién inductiva o, que presenta el constructor
plano ¢k (z1,...,2,). Por consiguiente, el problema de unificacién lineal
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planteado es tal que LU({lg,t)) = (Succ, 1), médulo renombramien-
to de variables y si nos restringimos a las variables del término ¢. De
esta forma, tenemos que A_(t,A,k) = {(A, Ry, 7,)} y concluimos que
Aazy(t) = A(t, P).
2. Caso inductivo (n > 1): Siguiendo la definicién de la estrategia de narrowing
necesario, A, distinguimos las siguientes posibilidades.

(a) pattern(P) = es una hoja. En este caso, la funcién f estd definida por

una unica regla R = f(z1,...,Zn) 217y 7= f(T1,-..,Zn)-
Por definicién, A(t,P) = {{4,R,id)} y m < t. Por lo tanto, existe una
substitucién ¢ tal que ¢ = o(n). Entonces, el problema de unificacién
lineal planteado entre los términos 7 y ¢ debe de tener éxito, de forma que
LU({m,t)) = (Succ,id), si la substitucién unificadora mas general o se
restringe a las variables del término ¢ y se toma mddulo renombramiento
de variables. Asi pues, A\iqzy(t) = {{4, R,id)}.

(b) pattern(P) = m es una rama. Ahora distinguimos entre las siguientes
posibilidades, segin que para la posicién inductiva o de P aparezca en
t una variable, un término encabezado por un constructor o un término
encabezado por un simbolo de funcién:

itlo==
En este caso, (p, Ri,0 o 7) € A(t,P), donde Ry = lp — 71, es un-
a de las m reglas que definen f, si {p, Rg,0) € A(7x(t), Px), donde
7 = {z/ck(21,. .., 2n,)}. Dado que no puede aplicarse la hipdtesis
de induccidn, ya que en el computo de A(7y (t), P) la complejidad del
término 74 (t) ha aumentado, procedemos de manera analoga a la del
caso base (b). Concluimos que Ajqzy (t) = A(t, P) = Ujpe; {{A4, Rk, ) }-

ii. t|lo =c(t1,.--,tn)
Razonamos de manera similar al caso anterior, pero ahora t sélo
puede unificar con una de las reglas R, que definen f, aquella cuya
lhs, Iy, cumple que Head(li|,) = c. Asi que, A(t,P) = Nqazy(t) =

ili. tlo = g(t1,..-,tn)
Entonces, {(0.p, R,0) € A(t,P) si (p,R,0) € A(t|,,P'), donde P’ es
el arbol definicional asociado a la operacién g.
Por ser R un programa uniforme simple, en todas las lhs’s I de
las reglas Ry = Iy — r que definen f aparece un término con-
structor plano en la posicién inductiva o, siendo el resto de los ar-
gumentos variables. Al evaluar Aoy (), obtenemos que LU({ly,t)) =
(DEMAND, {0}), cualquiera que sea la lhs l;. Ademads, por ser R
uniforme, A no puede ser una posicién perezosa de t, ya que en-
tonces o no habria sido demandada. Por lo tanto, para computar
Alazy (t) €s necesario computar previamente Ajq.y(t],), cumpliéndose
que si (p, Rk, 0) € Aiazy(t|o) entonces (0.p, Rg,0) € Aigzy(t). Nat-
uralmente, en cualquier circunstancia, si (0.p, Ri,0) € Aiazy(t) en-
tonces (p, Ri,0) € ANazy(t]o). Por hipétesis de inducciénA(t|,, P') =
Aazy(t]o), luego A(t,P) = Aazy(t).
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Haciendo uso de la Proposicién 5, es inmediato establecer la siguiente relacién
entre derivaciones que respetan la estrategia de narrowing perezoso y las que
respetan la estrategia de narrowing necesario.

Corollary 3. Sea R un programa uniforme simple. Sea t un término encabeza-
do por un simbolo de operacion f € F y s un término cualquiera. Eriste un-
a derivacidn por narrowing necesario t JNN* s en R si y solo si existe una
derivacion por narrowing perezoso t «gLN* s en R. Estas derivaciones utilizan

las mismas reglas sobre las mismas posiciones de t y sus sucesores.

En este punto, es interesante observar que el resultado obtenido en el Coro-
lario 3 es miés fuerte que el establecido en el Corolario 2, que sélo asegura la
equivalencia para derivaciones a una hnf.

5.2 Resultados para Programas Uniformes.

El problema cuando tratamos con programas uniformes es que la correspondencia
entre derivaciones de narrowing necesario y narrowing perezoso no se puede
obtener paso a paso, como vuelve a poner de manifiesto el siguiente ejemplo.

Example 13. Sea el programa uniforme

R : f(a,b) = ¢
Ro:g(c) —b

Para el término t = f(z,9(y)) y drboles definicionales de f y g construidos en
la forma obvia, existe la siguiente derivacién empleando narrowing necesario:

Z’R ) ) AyR a‘d
£ g R pa,b) M ¢
mientras que la derivaciéon empleando la estrategia de narrowing perezoso es:
2aR 3 AaR 3
£, g)f 2 i, py R

Sin embargo, existe todavia una relacion interesante entre ambas estrategias,
que formalizamos en la Proposicién 6. Pero antes necesitamos un lema previo y
precisar el concepto de substitucion adelantada.

Como ya se ha comentado, una caracteristica de la estrategia de narrowing
necesario es que adelanta substituciones, con ello queremos decir que utiliza los
arboles definicionales asociados a un programa, no sélamente como una guia
para obtener posiciones demandadas de un término, sino que ademds guarda los
enlaces necesarios para acceder a dicha posicién. El resultado es que, aplicadas
las substituciones adelantadas y una vez evaluado el término que ocupa la posi-
ciéon demandada, reducimos el indeterminismo que entrafia toda derivacién por
narrowing. La estrategia de narrowing necesario utiliza el cémputo de las substi-
tuciones adelantadas para forzar pasos de narrowing sobre posiciones necesarias,
evitando el cdmputo de algunas salidas redundantes que la estrategia de narrow-
ing perezoso computa. La utilizacién de substituciones adelantadas por parte de
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la estrategia de marrowing necesario es lo que esencialmente la diferencia de la
estrategia narrowing perezoso. Por lo tanto, si deseamos establecer una relacién
entre ambas, es fundamental precisar el concepto de substitucién adelantada.

El siguiente lema establece que cuando el paso de narrowing tiene lugar so-
bre la posicién A, tanto la estragia de narrowing necesario como la de narrowing
perezoso computan la misma respuesta con la misma regla. Intuitivamente, da-
do que la parte de substitucién adelatada en un paso de narrowing necesario es
aquella que no se computa en un paso de narrowing perezoso, podemos inter-
pretar este resultado en el sentido de que la estrategia de narrowing necesario
no adelanta substituciones cuando el computo se realiza sobre la posiciéon A.

Lemma 4. Sea R un programa uniforme y R una regla de R. Sea t un término
encabezado por un simbolo de operacion f € F y P el drbol definicional de f.
Entonces, (A,R,0) € X(t,P) si y sélo si (A, R,0) € Nqzy(t).

Proof. En esta prueba consideraremos las sustituciones médulo renombramiento
de variables y restringidas a las variables del término t.

Supongamos que {4, R,c) € A(t,P). Nétese que, debido a que {4, R,0) €
A(t,P), los argumentos de ¢ s6lo pueden ser variables o términos encabezados
por un constructor. De otro modo, A no serfa una posicién necesaria de t. Sigu-
iendo la Definicién 14 de la estrategia de narrowing necesario A, distinguimos
las siguientes posibilidades.

1. pattern(P) = 7 es una hoja. En este caso, la funcién f estd definida por una
Unica regla R = f(x1,...,%,) = r y es inmediato comprobar que A(t,P) =
Aazy(t) = {(4, R,id)}.

2. pattern(P) = m es una rama.

Por ser R un programa uniforme, existe una o mas posiciones inductivas para
cada arbol definicional P. Dada una posicién inductiva o; de P, tendremos
dos posibilidades, 0 t|o;, = zk; 0 t|o; = Ck; (51, - -, Sn; ), ya que los argumentos
del término ¢ son variables o términos encabezados por un constructor. El
Lema 3 asegura que, para cada lhs de las reglas que definen f, en las posi-
ciones inductivas 0; aparece un término constructor plano. Sea Ry =l — 1,
una de las reglas que definen f, para las que lg|,, = ¢k, (%1, - -, Ty, )- Es facil
comprobar que

(A, Ry, Tk, ©...0Th,) € A(E,P)

donde q es el nimero de posiciones inductivas de P y 7, = id o bien 73, =
{zk; [cr; (@1, -, Tn;) }

Por otro lado, al computar A,y (t), el problema de unificacién lineal plantea-
do con la regla Ry, es I' = (I, t). Una vez construida la correspondiente con-
figuracién inicial LU, (Ug,0¢) podemos comprobar que existe la derivacién
LU:

(UO;UO) _)EU ({lk|ol dor t|017 - alk|oq Jfoq tloq};id) —)iu (Q;qu 0...0 Tk:1)
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si s6lo tenemos en consideracién las variables del término ¢ y que los el-
ementos del tipo ¢k, (z1,-.-,%n;) do; Ck;(S1,---,8n,) se reducen a la sub-
stitucién id. Entonces, LU((lx,t)) = (Succ, g, o ... 0 Ty,), de forma que
(A,Rk,qu 0...0 Tkl) S )\lazy('r(t))-

La prueba en el sentido opuesto es completamente andloga.

El Lema 4 justifica la siguiente formalizacién del concepto de substitucién
adelantada, en un paso de narrowing necesario, que se muestra a continuacion.

Definition 16 (Substitucién Adelantada). Sea R un programa. Sea t un
término encabezado por un simbolo de operacion y P un drbol definicional con
pattern(P) = 7 tal que m < t. Las partes de substitucion adelantada en el
cdmputo de A(t,P) se obtienen mediante la aplicacién o, de términos y drboles
definicionales a substituciones, definida inductivamente como sigue:

(id si existe una regla R y una substitucién o
tales que (A,R,0) € A(¢t,P),
Tor sitlp=z€X,T={x/ci(x1,...,20)},
a(t,P) 3 ¢ y 7 € a(r(t), P:);

Thoid sitl,=c¢i(t1,..-,tn) y T € alt,P);

Toid sitlo=9(1,.-.,tn), g€ F y 1 € aft]lp,P)
L donde P' es un drbol definicional para g.

Siendo o la posicion inductiva de w, m; = wc;(x1,...,2Zn)]o € P un hijo w, y
P ={n" € P | m < 7'} el drbol definicional donde todos los patrones son
instancias de ;.

Example 1. Sea el programa uniforme

R; : f(a,b) — c
R2 (aa C)

R3;:9(a) —c
Ry (C) —b

Para el término t = f(X, f(Y,9(Z))) y los drboles definicionales P de f y P’ de
g (construidos seleccionando las posiciones inductivas de izquierda a derecha) es
facil comprobar que (2.2, Rq,ido {Z/c} oido {Y/a} oido {X/a}) € A(¢,P). En
este caso, la Definicién 16 computa como substitucién adelantada: 7 = id o id o
{Y/a}oido {X/a} € a(t,P).

Intuitivamente, la parte de substitucién adelantada 7 se compone de los en-
laces establecidos en el cémputo de A(t,P) antes de encontrar la ocurrencia
demandada 2.2 y calcular: (A, Ry4,id o {Z/c}) € A(f(a, f(a,g(c)))|2.2,P"), que
computa la parte de substitucién no adelantada.

En el ejemplo anterior, puede comprobarse que para el término lineal ¢t =
(X, f(Y,9(Z))), (2.2,R4,{Z/c}) € Aiazy(t). Asi pues, en ese caso, lo que com-
puta la Definicién 16 coincide con nuestro concepto intuitivo de substitucion
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adelantada (aquella parte de la substitucién computada en un paso de narrow-
ing necesario que no computa el correspondiente paso de narrowing perezoso).
Sin embargo, el comportamiento de la aplicacién a no siempre es tan recon-
fortante. Basta utilizar en los cédmputos un término no lineal, como el término
s = f(X, f(Y,9(Z))), para que nos demos cuenta de que el concepto definido
por la aplicacién a no se corresponde exdctamente con el concepto intuitivo de
substitucién adelantada.

Example 15. Para el programa uniforme del Ejemplo 14 y el término

s= f(Z, f(Y,9(Z))) obtenemos que (2.2, R3,idoidoido {Y/a}oido {Z/a}) €
A(t,P). En este caso, la Definicién 16 computa como substitucién adelantada:
T =iddoido{Y/a} oido {Z/a} € a(t,P), mientras que (2.2, R3,{Z/a}) €
Alazy (8). Vemos que el correspondiente paso de narrowing perezoso no “desecha”
alguno de los enlaces establecidos en el cémputo de A(s,P) antes de encontrar
la ocurrencia demandada 2.2.

Sin embargo ésto no es un problema, ya que lo que pretendemos con la
Definicién 16 es disponer de una herramienta operacional con la que establecer
una relacién entre un paso de narrowing necesario y el correspondiente paso de
Narrowing perezoso.

Proposition 6. Sea R un programa uniforme y R una regla de R. Sea t un
término encabezado por un simbolo de operacién f € F y P el drbol definicional
de f. Entonces, (p,R,0 o7T) € A(t,P) si y sdlo si (p,R,0) € Nazy(7(t)), donde
T € at,P) es la parte de sustitucion adelantada en el cdmputo de A(t,P).

Proof. Por induccién sobre la complejidad del término t = f(¢1,...,t,), medida
por el nimero de simbolos de funcién que aparecen en ¢, e induccién estructural
sobre el arbol definicional P. Las sustituciones se consideran médulo renom-
bramiento de variables y restringidas a las variables del término .

1. Caso base (n = 1): En este caso, en ¢ no aparecen otros simbolos de funcién
que f, asi que los argumentos de ¢ son variables o términos constructores.
Por consiguiente, la tnica posibilidad para que (p,R,0 o 1) € A(t,P) es
que p = A. El Lema 4 y la Definicién 16 de substitucién adelentada nos
aseguran que (p, R,007T) € Ajgy(t) y que 7 = id es la parte de substitucién
adelantada (i.e., no hay substitucién adelantada), por lo que el enunciado se
cumple trivialmente.

2. Caso inductivo (n > 1): Siguiendo la definicién de la estrategia de narrowing
necesario, A, distinguimos los siguientes casos.

(a) pattern(P) = 7 es una hoja. En este caso, la funcién f estd definida
por una tnica regla R = f(z1,...,2,) — r y es inmediato comprobar
que A(t,P) = Nazy(t) = {(A, R, id)}. La idempotencia de la sustitucién
identidad nos permite afirmar que (p, R,id o id) € A(t,P) si y sélo si
(p, R, Zd) € )\lazy (t)

(b) pattern(P) = m es una rama. Sea o la posicién inductiva de w. Ahora
distinguimos entre las siguientes posibilidades:
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itlo==
Sea 7 = x/ci(x1,...,%Tn;). Entonces (p,R,0’' o7 o 1) € A(t,P) si
(p, R,d'o7"y € X(7(t),P;), donde 7' es la parte sustitucién adelantada
en el computo de \(7(t),P;). Por hipétesis de induccién (p, R,o') €
Alazy (T'(7(t))), donde, por Definicién 16, 7/ o7 es la parte sustitucién
adelantada en el cémputo de A(t, P).

ii. t|o = C(tl, e ,tn)
Si(p,R,0'o7')y € \(t,P;), donde 7' es la parte de sustitucién adelan-
tada en el cémputo de A(t, P;), entonces {p, R,o' o 7’ 0 id) € A(t, P).
Por hipétesis de induccién (p, R, 0') € a2y (7' (t)), donde 7' 0id = 7,
por Definicién 16, es la parte de sustitucién adelantada en el cémputo
de A(t, P).

ili. tlo = g(t1,.-.,tn)
Entonces, (0.p, R,0' o 7' oid) € A(t,P) si (p,R,0' o7') € A(t|o,P’),
donde P’ es el arbol definicional asociado a la operacién g y 7 es la
parte de sustitucién adelantada en el cémputo de A(t|o, P’).
Al evaluar A4, (t), por ser R uniforme, obtenemos que LU({l,t)) =
(DEMAND, P), cualquiera que sea la lhs lx. Ademds, o € P y no
existe una posicién u < o que sea una posicién perezosa de t, ya
que entonces o no habria sido demandada. Luego para computar
Alazy(t) €s necesario computar previamente A;q., (t|,), cumpliéndose
que (p, Rk,0) € Nazy(tlo) siy sblo si (0.p, Rk,0) € Agzy(t). Por
hipétesis de induccién (p, R, ') € Aigzy(7'(t|5)), luego {o.p, R,0') €
Alazy (7'(t)), donde 7' o id = 7', por Definicién 16, es la parte de
sustitucién adelantada en el cémputo de A(t, P).

Ahora es ficil establecer el andlogo de la Proposicién 5 para pasos de nar-
rowing perezoso y pasos de narrowing necesario sobre programas uniformes.

Corollary 4. Sea R un programa uniforme y R una regla de R. Sea t un

término encabezado por un simbolo de operacion f € F y P el drbol defini-

t[p,R ogoT]

cional de f. Entonces, existe el paso de narrowing necesario t ~yn s 8t y sélo

. ’R’
si existe el paso de narrowing perezoso T(t)[p'\»f]l s, donde T € a(t,P) es la parte

de sustitucion adelantada en la computacion A(t,P).
. [paR"TOT] s sz .
Proof. Sit"~syy s, por definicién de paso de narrowing, s = o(7(t[r]p)). Por la

Proposicién 6, {p, R,0) € Nqazy(7(t)), entonces puede darse el paso de narrowing

R0 i s ‘ .
T(t)[p«»L 11, o(7(t)[r]p)- Dado que la substitucién adelantada 7 estd restringida a

las variables del término ¢, se cumple que

o(r(®)lrlp) = o(r(@)[r(r)]p) = o(7(t[r]p)) = 5.

La prueba en el otro sentido puede realizarse mediante un razonamiento com-
pletamente similar al anterior.

La idea intuitiva subyacente en el enunciado del Corolario 4 se ilustra medi-
ante el siguiente ejemplo.
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Example 16. Volviendo al Ejemplo 13 y centrandonos en el primer paso de la
derivacién de narrowing necesario para el término ¢t = f(X, g(Y)), tenemos que:

2,R2,ido{Y /c}oido{X
F(X, g(v) PRt loiaetx/all g p)

donde la respuesta computada se ha representado en forma candnica, para poner
de manifiesto la relacién existente entre este paso y el correspondiente paso
empleando la estrategia de narrowing perezoso:
[2,R2,{Y/c}]
F(Xg(V)) 7Ry f(X,D),

La parte de subtituciéon adelantada en el paso de narrowing necesario ha sido
T =14do{z/a} € a(t,P), donde P es el arbol definicional de f. Si aplicamos esta
subtitucién 7 al término ¢ y damos un paso narrowing perezoso, obtenemos:

F(a, gL f(a,).

en concordancia con lo enunciado en el Corolario 4.

Naturalmente, la relaciéon expresada por el Corolario 4 también se cumple
para términos lineales, a pesar de que el concepto intuitivo de substitucién ade-
lantada no se corresponde con lo que computa la aplicacién «, como ilustra el
siguiente ejemplo.

Example 17. Para el programa uniforme del Ejemplo 14 y el término objetivo
s= f(Z, f(Y,9(Z))), hemos visto que (2.2, Rs,idoidoido{Y/a}oido{Z/a}) €
A(s,P) donde 7 =ido {Y/a}oido {Z/a} es la parte de substitucién adelantada
computada por la aplicacién a. Es facil comprobar que, empleando narrowing
necesario, puede darse el siguiente paso:

[2.2,R3,idoidoido{Y/a}oido{Z/a}]
f(Zaf(Yag(Z))) NN f(aaf(aac))
donde, nuevamente, la respuesta computada se representa en forma candnica,
para poner de manifiesto la relacién existente entre este paso y el correspondi-
ente paso empleando la estrategia de narrowing perezoso cuando aplicamos la
subtitucién 7 al término s. El paso de narrowing perezoso correspondiente es:

[2.2,R3,id)]

f(a'a f(aag(a))) LN f(a7f(a70))

en concordancia con lo enunciado en el Corolario 4.

Adviértase que la Proposicién 6 fue probada para un drbol definicional fijado
arbitrariamente. Terminamos este apartado haciendo notar que existe una iden-
tidad entre pasos de narrowing perezoso y pasos de narrowing necesario cuando
seleccionamos un drbol definicional adecuado. Se cumple que, dado un término
t, para cada paso de narrowing perezoso dado sobre una posicién p de ¢, con una
regla R y una substitucién o, existe un arbol definicional que permite dar un
paso de narrowing necesario sobre la misma posicién p de ¢, con la misma regla
R y substitucién o. Motivamos este resultado mediante el siguiente ejemplo.
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Example 18. Consideremos nuevamente el programa uniforme del Ejemplo 13:

R; : f(a,b) = ¢
Ro:g(c) —b

Para el término ¢t = f(zx, g(y)) puede darse el siguiente paso de narrowing pere-
Z0SO

£, 9@) U f(a,b).

Ahora bien, si empleamos los drboles definicionales que se muestran en la Figu-
ra 7, en lugar de emplear arboles definicionales para f y g construidos en la
forma obvia, puede darse el mismo paso empleando narrowing necesario:

£, 9)) TS f(a,b).

Asi pues, existe una representacién adecuada de los drboles definicionales
para la cual la estrategia de narrowing necesario coincide con la de narrowing
perezoso en programas uniformes.

Fx, [ Xs)

B! g(X1))

f(a,b) = ¢ glc) = b
Fig. 7. Arboles definicionales para las funciones “f” y “g” del Ejemplo 18.

Proposition 7. Sean R un programa uniforme y R una regla de R. Sea t un
término encabezado por un simbolo de operacion f/n € F. Si (p, R,0) € Ajqzy(t)
entonces existe un drbol definicional P de f, tal que (p, R,c) € A(t,P).

Proof. Realizamos esta prueba mostrando la posibilidad de construir un arbol
definicional P para el que se cumple el enunciado. Emplearemos induccién sobre
la estructura de la posicién p.

1. Caso base (p = A): Por el Lema 4, (4, R,0) € Ajqazy(t) siy sélosi (4, R,0) €
A(t, P), cualquiera que sea el drbol definicional P de f. Por lo tanto el enun-
ciado de la proposicién se cumple de forma inmediata.

2. Caso inductivo (p > A): Por ser R un programa uniforme, la posicién pere-
zosap =i.q,coni € {1,...,n}, donde i es una posicién inductiva de f. Dado
que segun el Algoritmo 1, para un programa uniforme la posicién inductiva
sobre la que se comienza a formar el arbol definicional puede ser elegida
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de forma arbitraria, entonces sea P el arbol definicional resultante de elegir
como primera posicién inductiva la posicién .

Para que p sea una posicién perezosa, debe cumplirse que t|; = g(t1, ..., tm)-
Por otro lado, como se ha argumentado en el caso inductivo (b-iii) de la
Proposicién 6, por ser R un programa uniforme, (g, R, o) € Ajq2y(t];) siy sélo
si (i.q, R,0) € Ajgzy(t). Por hipétesis de induccién existe un arbol definicional
P’ de g, tal que (g,R,0) € A(t|;,P'). Por la definicién de estrategia de
narrowing necesario A, si t|; = g(t1,...,tm) y (g, R,0) € A(t|;, P') entonces
(i.q, R,0) € A(t,P).

Asi pues, posiblemente, existe un conjunto de arboles definicionales, aquellos
que tienen como primera posicién inductiva a la posicién i, para los que se
cumplird el enunciado.

El siguiente corolario expresa el resultado anterior en términos de pasos de
narrowing.

Corollary 5. Sean R un programa uniforme y R una regla de R. Sea t un
. , .. . [p,R,
término encabezado por un simbolo de operacion f € F. Si t[p'\»;l s, entonces

eziste el drbol definicional P de f, tal que t[”«’f;f}v s.

5.3 Narrowing Perezoso Uniforme.

Los resultados del apartado anterior, en especial las proposiciones 6 y 7, po-
nen de manifiesto que, para programas uniformes, las posiciones de un término
computadas por la estrategia \jq., son posiciones necesarias de dicho término.
Esta importante observacién nos va a permitir introducir un refinamiento de
la estrategia de narrowing perezoso, para el cual, ésta todavia puede probarse
completa. La idea intuitiva detrds de este refinamiento es que si las posiciones
que computa la estrategia de narrowing perezoso son posiciones necesarias, en-
tonces puede elegirse cualquiera de ellas de una forma “don’t care”, ya que todas
ellas deben ser explotadas para alcanzar el resultado. El orden en el que sean
explotadas generard distintas derivaciones, pero sin afectar el resultado ni la
respuesta obtenida.

Denominamos narrowing perezoso uniforme (ULN) a un refinamiento de la
estrategia de narrowing perezoso que consiste en seleccionar el subconjunto de
ternas asociados a una posicién perezosa (por ejemplo, la més a la izquierda)
para dar los correspondientes pasos de narrowing. Formalizamos este concepto
mediante la siguiente definicién:

Definition 17 (Estrategia de Narrowing Perezoso Uniforme).

Sea R un programa uniforme. Definimos la estrategia de narrowing perezoso
uniforme como una funcion Auiazy que, aplicada a un término t, computa el
conjunto de ternas (p, Ry,o), siendo p € FPos(t) una posicidn perezosa de t,
Ry, = (Iy = 71) es una regla (renombrada aparte) de R y o una substitucidn,
como Sigue:
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Aulazy(t) = U;cn=1 A(t, A, Ry)
A-(t,p, Ri) = si Head(ly) = Head(t|p) entonces

en caso de que LU((lx,t)p)) =
(SUCC, U) : {<p7 Rk,O’)}
(Fail,@): @
(Demand, P) : |y, A-(¢t,p.q, Ri)
con p = select_don't_care(P)
sino @

Donde la funcion select_don't_care(S) elige arbitrariamente un elemento del
conjunto S.

Dado un término ¢ y una regla R = (I — r) del programa R, decimos que

’R’ - . .
t[?i»UZ]N o(t[r]p) es un paso de narrowing uniforme, si (p, R,0) € Ayiazy(t).

La Definicién 17 asegura que sélamente se seleccionard, de forma “don’t
care”, el subconjunto de ternas asociado a una posicién perezosa. La estrategia
que acabamos de introducir rompe la discrepancia entre el indeterminismo “don’t
care” en la seleccién inicial de los drboles definicionales que emplea la estrategia
de narrowing necesario y el hecho de que las posiciones perezosas demandadas
por la estrategia de narrowing perezoso se exploten todas ellas de forma “don’t
know”.

Example 19. Volvamos sobre el programa uniforme del Ejemplo 12. Si en lugar
de emplear el arbol definicional para la funcién “f” que ilustra la Figura 6,
empleamos el representado en la Figura 8, puede obtenerse la siguiente derivacién
empleando narrowing necesario:

[3’R4){Z/b}]

f(9(X),9(Y),9(2))" ~onn " f(9(X),9(Y),b)

[2,R3,{Y/a}]
’3\”NN f(g(X);aab)
[A,Ry,id]
NN 1.
Podemos apreciar que esta derivacién se corresponde paso a paso con la derivacién
de narrowing perezoso “redundante”, obtenida en el Ejemplo 12.

El ejemplo anterior muestra que la derivacién de narrowing perezoso “re-

dundante”, obtenida en el Ejemplo 12, se corresponde con la que calcularia la
estrategia de narrowing necesario eligiendo la representacién alternativa para el
arbol definicional de f mostrada en la Figura 8. Por lo tanto, cada una de las
derivaciones “redundantes” de narrowing perezoso que aparecen al computar un
término en un programa uniforme estan asociadas a una de las posibles deriva-
ciones de narrowing necesario para un &rbol definicional fijado.

Justificamos el refinamiento introducido mediante los siguientes resultados.
El primero de ellos indica que para programas uniformes, dado un término y
fijado un arbol definicional para la raiz de dicho término, la estrategia de nar-
rowing necesario computa una tnica posicién necesaria (a la que posiblemente
hay asociadas varias ternas correspondientes a diferentes reglas).
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F(X1,X5, [ X))

N

f(Xl, ab) f(Xla ,C)

f(X1,a,0) > 1 f(X1,a,¢) > 2

Fig. 8. Arbol definicional para la funcién “f”

Proposition 8. Sea R un programa uniforme. Sean t un término encabezado
por un sfmbolo de operacidn f € F y P un drbol definicional de f. Si A\(t,P) =
{(p1,R1,01),--,{Pk, Ri,ok)} entonces p = ... =pg =p.

Proof. Inmediata, apartir de la Definicién 15 y la estructura de un programa
uniforme, Lema 3.

La Proposicién 7 y 1la Proposicién 8 aseguran que, para programas uniformes,
las posiciones perezosas de un término ¢t computadas por la estrategia Aj,;y son
disjuntas, formando subconjuntos de ternas asociados, cada uno de ellos, a un
paso de narrowing necesario A(t,P), dado con un &rbol definicional P de f,
siendo f el simbolo que encabeza el término t.

Proposition 9. Sean R un programa uniforme y t un término. Si (p, R,0) €
Nazy(t) y (P, R',0") € Nazy(t) entoncesp=p' op £ p'.

Proof. Inmediata, haciendo uso de la Proposicién 7 y de la Proposicién 8.

La Proposicién 8 justifica, intuitivamente, la correccién de nuestro refinamien-
to: dado que la estrategia de narrowing necesario es correcta y completa para
programas inductivamente secuenciales (de los que los programas uniformes son
una subclase), cuando empleamos la estrategia de narrowing perezoso basta con
explotar uno de los subconjuntos de ternas disjuntos asociados a las posiciones
perezosas.

La estrategia de narrowing perezoso uniforme es una estrategia “intermedia”
entre la de narrowing necesario y la de narrowing perezoso, que tiene las buenas
propiedades de evitar: i) el exceso de instanciacién del narrowing necesario; ii)
las derivaciones redundantes del narrowing perezoso.

5.4 Equivalencia de las Estrategias de Evaluacién Perezosa y
Correccion del Narrowing Perezoso Uniforme.

Hasta el momento hemos establecido la relacién existente entre ‘pasos’ corre-
spondientes a las estrategias de narrowing perezoso y de narrowing necesario.
A continuacién investigaremos la relacién existente entre derivaciones de longi-
tud arbitraria. Aunque en este apartado nos cefiimos a las relaciones entre la
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Fig. 9. Relacion entre las estrategias de evaluacién perezosa sobre programas uniformes

estrategia de narrowing necesario y la de narrowing perezoso uniforme, quere-
mos hacer notar que los principales resultados pueden extenderse a la estrategia
de narrowing perezoso, si bien, en este caso, a una derivacién de narrowing
necesario podran corresponderle varias derivaciones de narrowing perezoso sélo
distinguibles por el orden en el que se dan los pasos en la derivacién.

Nuestro interes primordial es probar la equivalencia de estas estrategias y
demostrar la correccién y completitud de la estrategia de narrowing perezoso
uniforme que acabamos de introducir. El siguiente ejemplo muestra que, para
arboles definicionales fijados, estas estrategias no son equivalentes (en el sentido
de que no computan la misma salida) a menos que evaluemos un término hasta
alcanzar la hnf.

Example 20. Sea el programa uniforme
R : f(C(X)aaab) —b
Ry : g(c(Y)) —Y
R3 : h(b) —b
Para el término t = f(X, g(Z),h(W)) existe una dnica derivacién empleando

narrowing perezoso uniforme (seleccionando el subconjunto de ternas asociado
a la posicién perezosa més a la izquierda):

2,Ro{Z/c(Y 3,Rs,{W/b
F(X, 9(2), W) GLON px v, w2 R8T p(x v ),

que produce la salida [f(X,Y,b), {W/b, Z/c(Y)}]. Por el contrario, la derivacién
obtenida construyendo los arboles definicionales de las funciones f, g y h en la
forma obvia y empleando la estrategia de narrowing necesario es:

[2,R2 {Z/c(Ya) }o{ X /e(Xa)}]
f(X,9(2), h(W)) N f(e(X4), Y2, (W)

[37R37{W,\/’£71}V°Z§Y2/a}] f(C(X4)7aa b))
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que produce la salida [f(c(X4),a,b),{X/c(X4), W/b, Z/c(a)}]. Sin embargo, al
dar el siguiente paso (que lleva los términos a la hnf), ambas derivaciones com-
putan el mismo resultado con la misma respuesta (salvo renombramientos).
Hacemos notar también que la estrategia de narrowing perezoso permite una
derivacién adicional en la que primero se da un paso con la regla R3 y después
con la R,.

El siguiente teorema establece la equivalencia de la semdantica operacional,
para respuestas computadas, cuando empleamos las estrategias de narrowing
necesario y narrowing perezoso uniforme.

Theorem 4. Sea R un programa uniforme. Sea t un término encabezado por
un simbolo de operacion f € F.

. . ., . . o *

1. Emiste una derivacién de narrowing necesario D = (t ~yn 8), donde s es

una hnf, si y solo si existe una derivacion de narrowing perezoso uniforme
/I — o ¥

D= (t ULN S).

2. D y D' son derivaciones con el mismo nimero de pasos y que emplean las
mismas reglas sobre las mismas posiciones en los pasos correspondientes de
cada derivacion.

Para demostrar el Teorema 4 necesitaremos los siguientes resultados axiliares.

Primero probamos que, para programas uniformes, se cumple la siguiente
propiedad entre los distintos componentes de la representacién candnica de un
paso de narrowing necesario.

Lemma 5. Sea R un programa uniforme. Sea t un término encabezado por el
simbolo de funcion f y P el drbol definicional de f. Si (p, R,9r0---0t1) € A(t, P)
es un paso de narrowing necesario, entonces:

1. parai,j € {1,...,k}, coni # j, Var(d;) N Var(¥;) = @.
2. parai € {1,...,k}, si¥; = {z/ci(x1,...,2n;)} entonces x € Var(t).

Proof. Procedemos por induccién sobre k e induccién estructural sobre el arbol
definicional P

1. Caso base (k = 1): En este caso, necesariamente pattern(P) = m es una
hoja, de otro modo k£ > 1 en contra de lo supuesto. Por Definicién 14 de
estrategia de narrowing necesario, A\(t,P) = {{A,m — r,id)} y el enunciado
del lema se cumple trivialmente.

2. Caso inductivo (k > 1): De acuerdo con la Definicién 14 de estrategia de nar-
rowing necesario, tenemos que pattern(P) = w es una rama y distinguimos
las siguientes posibilidades: Sea o1 la posicién inductiva correspondiente a
esta rama, entonces (p, R,J 0---09;) € A(t,P) si
(a) t|01 =z, V= {517/01(331, N 7$n1)} y <pa R719k 0---0 ,‘92) € A(ﬁl(t)ﬂpl)

Por hipétesis de induccién las substituciones ¥; con j € {2,...,k}
cumplen el enunciado. Ademds, z € Var(t), con lo que ¥; cumple tam-
bién cumple el punto (2) del enunciado y por lo tanto se cumple en
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(c)

general. Para probar que en este caso se cumple el punto (1) razonamos
del siguiente modo:

Por ser R un programa uniforme, las posiciones inductivas de P se cor-
responden con los argumentos, en los que aparecen constructores planos,
de los términos lhs que definen f (Proposicién 4). Por lo tanto si o es
una posicién inductiva y o' es una posicién de ¢ con o < o' entonces o'
no es una posicién inductiva. En otras palabras las posiciones inductivas
en P se corresponden con posiciones disjuntas del término ¢.

Sea 05 una posicién inductiva de P y por lo tanto disjunta de o;. Asi

que, es imposible que ¥ (t)|o, = y con y € {z1,...,Tn, }. Se presentan
las siguientes posibilidades:
i t]oy, = .

Entonces, %1 (t)|o, = c1(21,--.,%n,) y por consiguiente J5 = id. Asi
que, de manera trivial ¢ no comparte variables con 5.

ii. tloy = -
Entonces, ¥1(t)|,, = y- En este caso, 93 = {y/ca(y1,---,Uns)} ¥
por construccién del adrbol definicional P, las variable yy, . .., yn, son
frescas. Asi que, 1 no comparte variables con 5.

iii. t|02 = Cz(tl, .e 7tn2)-

Entonces, 91 (t)|o, = c2(91(t1),--.,P1(tn,)) y pOr consiguiente ¥ =
id. Asi que, de manera trivial ©; no comparte variables con ¥5.

Notad que el caso en el que t|,, = ¢(t1,...,t,), con ¢ # ca, NO
puede darse, ya que, entonces A(t, P) no seria un paso de narrowing
necesario.

iv. tlo, = g(t1, .-, tny)-

Idéntico al caso anterior.
Ahora podemos repetir este razonamiento, de forma que podemos probar
que ¥ no comparte variables con el resto de las substituciones ¥; que
forman la representacién canénica de A(t, P).
t|01 = Cl(tl,. .. ,tn), Y =id y (p,R,Q?k o--- 0192) S /\(t,Pl).
Por hipétesis de induccién las substituciones ¥; con j € {2,...,k}
cumplen el enunciado. Por otro lado, en este caso trivialmente 9¥; no
comparte variables con el resto de los ¥; con j € {2,...,k} y el punto
(2) del enunciado se cumple por vacuidad para ¥;.
t|01 = g(tla v 7tn)7 Y =id y (pa R; 19]6 0:--0 ,‘92) € )‘(t|017PI)7 donde P’
es un arbol definicional para g.
Idéntico al caso anterior.

Como consecuencia del lema anterior, los elementos de la substitucién com-

putada en un paso de marrowing necesario, representada en forma candnica,
estdn restringidos a las variables del término ¢. Ademads, debido a que sus compo-
nentes no comparten variables, puede entenderse como formando una particion,
de manera que esos componentes pueden ser reordenados sin afectar al resul-
tado final de la composicién. En otras palabras, los operadores de composicién

y de unién de conjuntos “U” son intercambiables para los componentes de

una substituciéon computada en un paso de narrowing necesario. Este resultado
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se formaliza mediante el siguiente corolario y haremos uso extensivo de él en
adelante.

Corollary 6. Sea R un programa uniforme. Sea t un término encabezado por el
stmbolo de funcidn f y P el drbol definicional de f. Si (p, R,9po---0t%1) € A(t, P)
es un paso de narrowing necesario, entonces 9po---o091 =9 U---Uh

Al comentar el Ejemplo 15 indicamos que algunas de las substituciones com-
putadas por la aplicaciéon « no eran desechadas en un paso de narrowing pere-
z0s0. Apoyandonos en el Corolario 6 podemos escribir (12 UTy) € af(t, P) distin-
guiendo entre la parte que es desechada, 71, y la que no es desechada, 7, en un
paso de narrowing perezoso a partir de t. El siguiente lema pone de manifiesto
que la parte desechada en el paso de narrowing perezoso vuelve a ser computada
por la estrategia A en el paso siguiente.

Lemma 6. Sea R un programa uniforme. Sea t un término encabezado por el

simbolo de funcion f y P el drbol definicional de f. Sea (2 UT1) € a(t,P). Si

’R’ .
{p,R,cUTUT1) € A(t,P) y t[p «gff] t' un paso de narrowing perezoso y p Z A

entonces (p',R',0' Ut ) € A(t',P).

Proof. Inmediata, sin més que darse cuenta de que las posiciones disjuntas o por
encima de la posicién p permanecen inalteradas después del paso de narrowing,
salvo las posibles instanciaciones de las variables z € Dom(o UTy). Ademds, por
el Lema 5 Dom(o Ur2) NDom(r) = &. Por lo tanto, A(¢', P) computa de nuevo
la parte de substitucion 7.

El siguiente lema relaciona derivaciones de narrowing perezoso uniforme a
partir de un término ¢ y la correspondiente derivacién obtenida cuando al término
t se le aplica, previamente, la particién desechada de la substitucién adelantada
a(t,P).

Lemma 7. Sea R un programa uniforme. Sea t un término encabezado por

un simbolo de operacion f € F. Sea P el drbol definicional de f. Sea T =

(r2UT1) € a(t, P) la substitucion adelantada en un paso de narrowing necesario.

Sea (pl,Rl,O'l Um U 7'1) € )\(t,P) y (pl,Rl,Ul UTz) € )\ulazy(t)- FEziste una
*

. ., . . (907’1 . ’ . .
derivacion de narrowing perezoso uniforme t ~>,.n S st y sdlo si existe una
*

L, . . 0 .
derivacion de narrowing perezoso uniforme 11 (t) ~yn 8, donde el término s
es una hnf y 0 = o o (o1 U12).

Proof. Por induccién sobre el nimero de pasos, n, de las derivaciones. Las susti-
tuciones se consideran médulo renombramiento de variables y restringidas a las
variables del término ¢.

. [p1,R1,01UT]
1. Caso base (n = 1): En este caso el paso de narrowing perezoso, t° ~>yrn

s, tiene que darse sobre la posicién p; = A; sino, el paso se darfa sobre
una posicién p; > A y por definicién de paso de narrowing, el término s
estaria encabezado por un simbolo de funcién f, en contra de lo supuesto
en el enunciado. Por el Lema 4, 7 = id, (A, R,01) € A(t,P) y (4, R,01) €
Aulazy(t)- Asi pues, el enunciado del lema se cumple trivialmente.
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2. Caso inductivo (n > 1): Si existe la derivacién de narrowing perezoso u-

%
niforme ¢ 'gf[TJILN s, podemos dividir esta derivacién, en dos partes, de la
siguiente forma:
[p1,R1,01UT2] ooT1
U ~yy L ~Muiy S
El caso en el que p; = A, es inmediato, ya que por el Lema 4 7 = id, asi
que discutamos el caso en el que p; # A. Por el Lema 6, (pa, Ra,02 UT) €
A(t1,P), donde py y R» son, respectivamente, la posicién y la regla con las
que se da el segundo paso de narrowing en la derivacién. Ahora distinguimos
dos casos, segun se cumpla:
(a) (p2,Ra2,00 UT) € Ayiazy(t).
Entonces, el enlace adelantado se computa en este paso y de forma
evidente, por definicién de paso de narrowing y estar 7; restringida
a las variables de t, puede darse el paso de narrowing (pa, R2,02) €

. . .y o * , o, .
Aulazy (T1(t1)). Por lo tanto, si la derivacién ¢ Loy s estd constituida

por los pasos de narrowing

[p2,R2,02UT1] o
t1 " ~yurn 2 PyLnN S,

donde ¢ = ¢’ o g3, ahora puede formarse la derivacién alternativa

[p2,R2,02] P
Tl(tl) ~yury b2 ~MuLn 8.

*

Esto es, existe la derivacion 71 (t1) ~uz N* s.

(b) <p27R2102) € )\ulazy(tl)-
Esto es, el enlace adelantado se computara en alguno de los pasos de nar-
rowing posteriores. En este caso se cumplen las condiciones para aplicar
la hipétesis de induccién. Por lo tanto, dado que existe la derivacién

oory  * . 2 . . ., .
t1 Yy~ S, con menos de n pasos, por hipStesis de induccién, existe la

. ., o *
derivacién 71 (t1) ~pry S

Por otro lado, dado que se puede dar el paso de narrowing perezoso uniforme

(" B0 4 = ou(a((tin]))), supueto que By = 1y — 14, podermos

asegurar que el correspondiente problema de unificacién lineal tiene éxito,

esto es, LU((l1,t[p,)) = (Succ, o1 UTy). En lo que sigue comprobaremos que,

LU((ll, T1 (t)|p1)) = (SUCC, o1 U 7'2)1

(a) Primero notad que al ser 71 una substitucién constructora lineal (Proposi-
cién 3), no introduce nuevos redexes cuando se aplica al término ¢. Por
consiguiente, el problema de unificacién lineal, (I1, 71 (¢)|p,) también ten-
drd éxito.

(b) Sean Iy = f(di,...,dr) ¥y t|p, = f(s1,-..,8k). Que el problema de u-
nificacién lineal (ly,t|,,) tiene éxito significa que la configuracién inicial
LU

({d1 41 815, dr Lk Sk}, id)

es reducible mediante la relacién —|; a la configuracién irreducible
(2,01 UTs). Estudiemos las caracteristicas de esta reduccién, fijAndonos
en el elemento d; |; s; de la configuracién LU inicial. Por ser R un progra-
ma uniforme, d; es una variable o un término constructor plano y lineal.
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En el primer caso, si d; = z;, obtenemos la substitucién {z;/s;} (i-e., id,

cuando nos restringimos a las variables del término t). En el segundo

caso, si d; = ¢;(z1, - -.,2m), pueden darse las siguientes posibilidades:

i. si = € Var(t).

Obtenemos la substitucién {«/c;(z1,. .., 2m)}. Dado que l; es un pa-
trén lineal, cuyos argumentos son variables o constructores planos, y
las reglas se toman renombradas aparte, las variables 21, ..., z; no
forman parte del dominio de ninguna otra substitucién que compute-
mos en la derivacién LU. Asi pues, esta substitucién es un elemento

de o1 U Ts.

ii. s; = ¢i(sh,...,sl,), conc; €C.
Con lo que el elemento d; |; s; de la configuracién LU inicial se
transforma en ¢;(z1,...,2m) 4 ci(sh,-..,sh,) y la configuracién LU

inicial, después de un paso de reduccién LU, quedaria:
({dl ~L1 81,.-4521 *Li.l 5;_7 s 2m ~Li.m S;;w cee 7dk J/k Sk}ald)
En el siguiente paso obtendrfamos las substituciones {z;/s}} (i.e., id,
cuando nos restringimos a las variables del término t).
Notad que los casos en los que s; = ¢;(s],...,s),), conc; € Cyc; # ¢,
os; =g(si,...,s,), con g € F, no pueden darse, ya que entonces el
problema de unificacién lineal no tendria éxito, en contra de lo supuesto.
Si aplicamos la substitucién 7y al término ¢|,, , €l problema de unificacién
lineal planteado (l1, 7 (t|p,)) conduce a la configuracién inicial LU
({d1 d1 71 (81)s -« -5 di dk T1(88)}, 0d)
que debe ser reducible mediante la relacién —| |y a una configuracién
ireducible. Estudiemos, nuevamente, las caracteristicas de esta reduccion,
fijandonos en un elemento arbitrario d; J; 71(s;) de la configuracién LU
inicial y realizando un analisis de casos como el anterior. Si d; = z;
obtenemos la substitucién {z;/71(s;)} (i-e., id, cuando nos restringimos
a las variables del término t). Si d; = ¢;(21,...,2m), pueden darse las
siguientes posibilidades:
i. 8; =z € Var(t), con z € Dom(ry).
Entonces 7 (s;) = = y obtenemos la substitucion {z/c;(z1, ..., 2m)}-
Dado que l; es un patrén lineal, cuyos argumentos son variables o
constructores planos, y las reglas se toman renombradas aparte, esta
substitucién es el elemento de oy U 75 que se computé en el punto
(2.b.i).
ii. s; = € Var(t), con x € Dom(ry).
Entonces 71(s;) = 71(x), con lo que el elemento d; |; 71(s;) de la
configuracién LU inicial se transforma en c¢;(z1,...,2m) i 71(z).
Como el problema de unificacién lineal tiene éxito, 71 (z) debe s-
er un término encabezado por el simbolo constructor c¢;. Esto es,
71(z) = ¢i(sh,...,sh,) y la configuracién LU inicial, después de un
paso de reduccién LU, quedaria:

({dy J1 11(s1), -5 21 dix 815+ 2m dim Sios -5 di L T1(s8) ) idD).
En el siguiente paso obtendriamos las substituciones {z;/s}} (i.e., id,
cuando nos restringimos a las variables del término t).
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iii. s; = ¢(sy,...,sh,), conc¢; €C.

También obtendriamos la substitucién id, cuando nos restringimos a

las variables del término t.
Mediante este andlisis, podemos concluir que LU({l1, 71 (¢)[p,))) = (Succ, 01U

T2) y por lo tanto que (p1, R1,01 UT2) € Ayiazy(71(t)). Luego, podemos dar
el paso de narrowing perezoso uniforme

PSR o (12 ((n (B)ra]p))
= o1 (12 (11 (t[r1]p)))
= T11(01(12(t[r1]p,)))

=T71(t1)

ya que la substitucién 74 estd restringida a las variables del término t y oy,
T1 y T son substituciones constructoras lineales que no comparte variables
entre ellas (Lema 5), lo que nos permite conmutar las substituciones. Ahora,
podemos construir la siguiente derivacién de narrowing perezoso:

R, o
Tl(t)[pl ’\Agilo\:?] T1 (tl) '\’gULN S.

La prueba en el sentido opuesto es completamente anéloga.

Corollary 7. Sea R un programa uniforme. Sea t un término encabezado por
un simbolo de operacion f € F. Sea P el drbol definicional de f. Sea 7 €
a(t,P) la substitucion adelantada en un paso de narrowing necesario. Existe
. ., . . cor * . .
una derivacion de narrowing perezoso uniforme t ~»y.n s, donde el término s
es una hnf, si y solo si existe una derivacion de narrowing perezoso uniforme
*

7(t) ~pin 8.

Proof. Inmediata, por el Lema 7 y la definicién de paso de narrowing.
Sea 7 = (» Un) € a(t,P), donde 1, representan los enlaces que se estable-
cen en el primer paso de narrowing perezoso uniforme y que por lo tanto no son

desechados. Por el Lema 7, dado que existe la derivaciéon de narrowing perezoso

. [6or1] * . L . .
unlforme t LN S entoces existe una der1vac10n de narrowing perezoso umni-

9 * .
forme 71(t) ~yy 8, donde el término s es una hnf y § = o o (o4 U 72). Ahora
bien, por definicién de paso de narrowing si existe el paso de narrowing perezoso
uniforme

,R1,01UT:
n @S 1y = oy (re( (B)[re))

existe el paso de narrowing perezoso uniforme
[p 7R b ]
T2(11(1)) 1"”11113 o1(12(71(8))[r1]p:)

= o1(ra (T (V)[r1]p.))
=t

ya que la substitucion 7 estd restringida a las variables del término ¢. Ahora,
podemos construir la siguiente derivacidn de narrowing perezoso uniforme:

o ()R by 5" s

La prueba en el sentido contrario se puede establecer de forma analoga.
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A continuacién estamos en disposicién de probar el Teorema 4 y de establecer
la equivalencia entre las semdanticas operacionales por narrowing necesario y por
narrowing perezoso uniforme.

Proof. 1. Demostramos el punto (1) del enunciado por induccién sobre el nimero
de pasos, n, de la derivacién D. Las sustituciones se consideran mddulo
renombramiento de variables.

(a) Caso base (n =1):
Idéntico al caso base del Lema 7.
(b) Caso inductivo (n > 1):

Sea
__ ,[p1,R1,01071] |, [p2,R2,02072] [Pn—1,Rn,0007Tx]

D= (t NN 1 NN s NN )a
donde 8; = (g;07;) y 7i € a(s;_1,P;_1) es la substitucién adelantada en
cada paso i € {1,...,n}. La derivacién D puede dividirse en dos partes
como, indicamos a continuacién:

[PlaRl,oll s w00y *
NN tl NN
[p1,R1,01]

Dado que existe el paso de narrowing necesario t ~sy~  t1, por el Cor-

. . . . [p1,R1,01]
rolario 4, existe el paso de narrowing perezoso uniforme 7 (t) MULN t1.

<2 . . <z . . 000y *
También, dado que existe la derivacién de narrowing necesario, t1 NN

s, con menos de n pasos, por hipétesis de induccci(’)n existe la derivacién

o---00
de marrowing perezoso uniforme t; «»ULf, s. Ahora, podemos formar

la derivacién de narrowmg perezoso uniforme:

[p1,R1,01] o —.0fo *
Tl(t) ~AULN tl vLn S,

y por el Corolario 7, existe la derivacion de narrowing perezoso uniforme

0, 0--000007 *
T ~yn

La prueba en el sentido opuesto puede realizarse ficilmente ya que el razon-
amiento empleado es completamente reversible.

2. El punto (2) del enunciado de este teorema es una consecuencia inmediata
de la Proposicién 6.

Corollary 8. Sea R un programa uniforme. Sea e una ecuacion. Existe una
. ., . . o * . , . . . .,
derivacion de narrowing necesario e ~yy true siy solo si eriste una derivacion

. . o *
de narrowing perezoso uniforme e ~yyn  true.

Proof. Sean t1 y t2 términos y e = t; = t2. Por la Definicién 3, existe una
. . . . o * . 4 . . .
derivacién de narrowing necesario e ~»yy true si y sélo si existen las deriva-

. . . o * o * .
ciones de narrowing necesario t; ~yy Sy t2 ~yn S, donde s es un término
constructor bésico Por el Teorema 4, existen las derivaciones de narrowing nece-
sariot; ~syn Sy t2 N4 NN S si y sélo si existen las derivaciones narrowing pere-
z0so uniforme t; ~syon 8 y to MULN* s. Finalmente, de nuevo por la Defini-
cién 3, ex1sten las derivaciones de marrowing perezoso uniforme t; «»ULN* s
y t2 MULN s si y sblo si existe una derivacién narrowing perezoso uniforme

e «»ULN true.
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Theorem 5. Sea R un programa uniforme y e una ecuacion.
., . a * . ., . .
1. (Correccidon) Si e~y true es una derivacion de narrowing perezoso uni-

forme, entonces o es una solucidn para e.

2. (Completitud) Para cada substitucién constructora o que es una solucién de
*

!
. . ., . - o
e, existe una derivacién de narrowing perezoso uniforme e~y n true con
o' <o [Var(e)].

Proof. Inmediato, por el Corolario 8 y el Teorema 2.

6 Evaluacién Parcial de Programas Uniformes.

En esta seccién formulamos una instancia del marco de evaluacién parcial definido
en [4] y estudiamos algunas de las ventajas y problemas que plantea.

6.1 Evaluacion Parcial de Programas Légico Funcionales.

En esta seccién recordamos nuestro procedimiento genérico para la evaluacién
parcial de programas légico funcionales. Las definiciones de este apartado son
adaptaciones inmediatas de las que aparecen en [4, 5].

Definition 18 (Resultante). Sea s un término y R un programa. Dada una

. ., . . o *
derivacion de narrowing que respeta la estrategia ¢, s ~», t, su resultante
asociada es la regla de reescritura o(s) — t.

La intuicién que se esconde detras del concepto de resultante queda patente
en el siguiente ejemplo.

Ezxample 21. Sea el programa

Ri:f(X) » gX)=0 = X)
R2g(0) — 0

R3:0x0 — true

Ry:(true = X) - X

Dada la derivacién de narrowing (perezoso):

Flo) PE @)~ 0 > 2)

HLE XN 0m0 = 0)
[1’153;:(1] (true_ = 0)
[A,Ra4,id]

Mo

Intuitivamente, el término f(X) se ha reducido a 0 al aplicar la substitucién
{X/0}, asi que la resultante asociada a esta derivacién es: {X/0}(f(X)) — 0
(i.e., f(0) — 0). Podemos interpretar que la resultante comprime una serie
de pasos de narrowing convirtiendolos en una regla de programa, que cuando se
emplea para evaluar el término f(X) lo evalua a 0 en un dnico paso de narrowing.
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Una vez comprendido el concepto de resultante es facil definir que entendemos
por PE de un programa con respecto a un término s. La idea bésica consiste
en la construcciéon de un arbol de busqueda incompleto para el término inicial
s, del que extraemos las resultantes asociadas con las derivaciones que parten
desde la raiz s a las hojas que no son de fallo.

Definition 19 (Evaluacién Parcial). Sea R un programa y s un término. Sea
T un drbol de narrowing (posiblemente incompleto) para s en R. Sea {t1,...,t,}
los términos en las hojas de 7. Entonces, el conjunto de resultantes para las

derivaciones de narrowing {s '\gﬂo—l— ti|i=1,...,n} se denomina una evalu-
acién parcial de s en R.

La evaluacion parcial de un conjunto de términos S en R se define como la
union de las evaluaciones parciales para los términos de S.

La PE de un conjunto de términos se considera médulo renombramientos.
También, en ocasiones, la PE de un conjunto de términos S en R la denominare-
mos evaluacién parcial de R con respecto a S.

Como fue establecido por Lloyd y Shepherdson en [32], se necesita una condi-
cién de cierre (“closedness”) para asegurar la completitud del proceso de PE.
Nosotros extendemos la nocién plana de cierre de la decuccién parcial, introduc-
ciendo una condicién de cierre recursiva que garantiza que todas las llamadas
que puedan ocurrir durante la ejecucién del programa residual (resultado de la
PE) son cubiertas por alguna regla de éste.

Definition 20 (Cierre). Sea S un conjunto de términos y t un término. Dec-
imos que el término t es S-cerrado si se cumple closed(S,t), donde el predicado
closed se define inductivamente como sigue:

true site X
closed(S,t1) A ... A closed(S, ) sit=c(tr,...,tn)
losed(S,t) &
closed(S, ) (3s € S) 6(s) =t A /\ closed(S,t") sit= f(t1,...,tn)
z/t'el

donde c € C, f € (DUP). Decimos que un conjunto de términos T es S-cerrado,
en simbolos closed(S,T), si se cumple closed(S,t) para todo t € T, y decimos que
un programa R es S-cerrado si se cumple closed(S, Reaus). Aqui Requs denota
el conjunto de términos en las rhs’s de las reglas de R.

Ezample 22. Sea t el término f(g(0)) y S el conjunto {f(X), g(X)}. Entonces,
t es S-cerrado ya que:

1. (3o)o = {X/g(0)}. t = o(f(X)), i-e. el propio término ¢ estd cubierto por
F(X).

2. (36)8 = {X/0}. g(0) = 6(9(X)), i.e. g(0) esta cubierto por g(X).

3. y 0 is constructor, que por definicién estd cubierto.

T “xs, T representa la clausura transitiva de la relacién “~s,”.
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Ahora introducimos la condicién de independencia. La condicién de indepen-
dencia garantiza que dos términos especializados diferentes no serdn confundi-
dos y que el programa residual R' no produce respuestas adicionales. En el caso
de la deduccién parcial de la programacién légica, sélamente se comprueba la
no unificabilidad (dos a dos) de los dtomos evaluados parcialmente de S para
asegurar la condicién de independencia y garantizar la correccién fuerte de la
transformacién. En nuestro caso necesitamos una condicién més compleja, mas
concretamente, necesitamos considerar los posibles solapamientos (“overlaps”)
entre las llamadas especializadas (ver [5]).

Definition 21 (Solapamiento). Un término s solapa con un término t si ex-
iste un subtérmino no variable s|,, de s tal que s, y t unifican. Si s = t, reque-
rimos que t sea unificable con un subtérmino propio no variable de s.

Definition 22 (Independencia). Un conjunto de términos S es independi-
ente si no existen términos s yt en S tal que s solapa con t.

En lo que sigue, formalizamos un algoritmo genérico para la PE de programas
légico funcionales basado en el narrowing y que asegura que el conjunto de
términos evaluados parcialmente es cerrado. Nuestro algoritmo es genérico con
respecto a:

1. la estrategia de narrowing que construye los arboles de biisqueda locales;

2. la regla de desplegado (unfolding rule) que determina cuando y como parar
la construccién de los drboles locales (atendiendo a algtn criterio de parada);

3. el operador de abstraccion empleado para garantizar la terminacién global
del proceso de PE.

Debido al empleo del narrowing en el desplegado de los arboles de bisqueda
locales, hemos convenido en denominar a nuestro método evaluacién parcial
dirigida por narrowing (NPE) (del inglés, Narrowing-driven Partial Evaluation).

La regla de desplegado determina las expresiones con las que se dard un
paso de narrowing (respetando una estrategia ) y asegura que el proceso de
desplegado termina devolviendo un conjunto finito de resultantes. Esto es, la
regla de desplegado garantiza la denominada terminacion local del proceso de
NPE.

Definition 23 (Regla de Desplegado). Una regla de desplegado U,(s,R)
(o simplemente U,) es una aplicacion que devuelve una PE para el término s
en el programa R utilizando la relacion de narrowing ~», (i.e., un conjunto de
resultantes).

Dado un conjunto de términos S, denotamos por Uy,(S,R) la unién de los
conjuntos Uy (s, R), para s en S.

Por lo tanto, U, (S, R)) denota una evaluacidn parcial de S en R wutilizando
U,.
El operador de abstraccion garantiza la terminacién del proceso de NPE al-
canzando la condicién de cierre y asegura la finitud del conjunto de términos
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evaluados parcialmente junto con el adecuado grado de especializacién (se de-
nomina polivarianza a esta habilidad de producir varias definiciones especial-
izadas a partir de una tnica definicién original).

Definition 24 (Operador de Abstraccién). Dado un conjunto finito de términos
T y un conjunto de términos S (que forman la actual configuracidn de términos
evaluados parcialmente), un operador de abstraccién es una funcidn que devuelve

un conjunto finito de términos abstract(S,T) tal que:

1. si s € abstract(S,T), entonces existe unt € (SUT) tal que t|, = 0(s) para
alguna posicion p y substitucion 0;

2. para todo t € (SUT), t es cerrado con respecto al conjunto de términos en
abstract(S,T).

Intuitivamente, la primera condicién garantiza que el operador de abstrac-
cién no introduce nuevos simbolos de funcién que no aparezcan en el conjunto
de entrada S y en T, mientras que la segunda condicién asegura que el con-
junto de términos resultante “cubre” las llamadas previamente especializadas y
que la condicién de cierre se preserva a traves de las sucesivas operaciones de
abstraccién.

Nuestro algoritmo genérico para la NPE estd parametrizado por la regla de
desplegado U, y el operador de abstraccién abstract en el estilo de [15].

Algoritmo 2
Entrada: un programa R y un conjunto de términos T
Salida: un conjunto de términos S
Initializacién: i := 0; Ty := abstract(o,T)
Repetir
1. R :=U,(T;,R);
2. Tip1 = abstract(T;, R, ;1s);
S.i:=1+1;
Hasta que T; = T;_1 (mddulo renombramientos)
Devolver S :=T;

De forma semejante a [34], aplicando abstract en cada iteracién del Algorit-
mo 2, ajustamos el control de la polivarianza tanto como sea necesario.

Notad que la salida del algoritmo de NPE, para un programa R, no es una
evaluacién parcial, sino un conjunto de términos S a partir del cual U,(S,R)
determina de forma no ambigiia el programa evaluado parcialmente R' en R
empleando U,,.

6.2 Un Evaluador Parcial Basado en Narrowing Perezoso Uniforme.

En esta seccién presentamos una instancia del Algoritmo 2 y estudiamos su
conveniencia, asi como sus problemas asociados.

La instancia que vamos a proponer se justifica advirtiendo una de las dificul-
tades [7] que presenta la evaluacién parcial de programas cuando empleamos la
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estrategia de narrowing perezoso: la perdidad de la ortogonalidad del programa,
original. Como muestra el siguiente ejemplo, la evaluacién parcial de programas,
utilizando la estrategia de narrowing perezoso para el desplegado de los arboles
locales, puede conducir a programas que no son siquiera ortogonales, atin en el
caso de partir de programas uniformes.

Example 23. Sea R el programa uniforme del Ejemplo 12. La evaluacién parcial
de R con respecto al término f(g(X), g(a), g(b)), usando una regla de desplegado
de un paso, conduce al siguiente resultado®:

El programa especializado R’ = Uy,,,, (S, R) es

{f(9(X),9(a), g(b)) = f(g(X),a,g(b))
f(9(X),9(a),g(b)) — f(9(X),g(a),b)
f(9(X),a,9(0))  — f(9(X),a,b)
f(9(X),9(a),b) = f(g(X),a,b)
f(9(X),a,b) — 1}

que tras realizarse el postproceso de renombramiento, de acuerdo al siguiente
renombramiento independiente

S ={7(9(X),g(a),g(b)) = h(X),

(9(X),a, (b)) = ha (X)),
F(9(x), 9(a),b) = ho(X),
(9(X),a,b) = h3(X)},
produce el programa renombrado R"
{A(X) = h(X)
h(X) = ha(X)
h1( ) = h3(X)
ho(X) — hs(X)
hs(X) — 1}.

que no es ortogonal ya que no cumple la condicién de no ambigiiedad®. Eviden-
temente, el programa derivado tampoco es uniforme.

El resultado obtenido en el ejemplo anterior es consecuencia de que la es-
trategia de narrowing perezoso computa derivaciones redundantes, en las que
el orden de las reglas simplemente se intercambia cuando se aplican sobre d-
iferentes redexes perezosos. De esta forma, derivaciones parciales que finalmente
computarian el mismo resultado con la misma respuesta, dan lugar a distintas
resultantes. Este ejemplo muestra la necesidad de emplear durante el proceso de
PE una estrategia de narrowing perezoso refinada, como la estrategia de narrow-
ing perezoso uniforme, que no presenta este tipo de problemas para programas
uniformes.

8 Después de la tercera iteracién, el conjunto de términos evaluados parcialmente es:

S ={f(9(X),g(a),g(b), f(g(X),a,9(b)), f(9(X),g(a),), f(9(X),a,b)}.

Notad que tampoco cumple la condicién de no ambigiiedad débil
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Ezample 24. Consideremos de nuevo el programa uniforme R del Ejemplo 12.
La evaluacién parcial de R con respecto al término f(g(X), g(a), g(b)), usando
también una regla de desplegado de un paso, pero la estrategia de narrowing
perezoso uniforme, en lugar de la estrategia de narrowing perezoso, produce el
siguiente programa especializado R"

{h(X) = hy(X)
hi(X) = hs(X)
hs(X) — 1}.

que es un programa uniforme.

A la luz de los dos tltimos ejemplos, proponemos como instancia concreta la
consiste en elegir la estrategia de narrowing perezoso uniforme, anteriormente
caracterizada, y un criterio de parada basado en el orden de “embedding” [44]
para la definicién de la regla de desplegado. Como operador de abstraccidn elegi-
mos el operador concreto definido en [5]. Para preservar la completitud del pro-
ceso de PE nos vemos obligados a no desplegar los arboles locales de narrowing
mas alla de un término en hnf. Definimos una hnf-PE R’ de un término s en
R como una PE de s en R tal que cada derivaciéon utilizada para construir

’ *
el programa residual R’, s w8 Spin 8 , cumple que ningin s; en hnf
ha sido narroweado. En lo que sigue nos referiremos a la instancia concreta de
nuestro algoritmo de NPE con el acrénimo ULN-PE (del inglés, Uniform Lazy
Narrowing-driven Partial Evaluation), para distinguirla de la instancia estudi-
ada en [2] a la que denominaremos LN-PE (del inglés, Lazy Narrowing-driven
Partial Evaluation).

Como estudiamos en [2], en ocasiones, cuando realizamos una LN-PE de un
programa puede perderse la disciplina de constructores en las lhs’s de las re-
glas del programa transformado, lo que impide que la estrategia de narrowing
perezoso pueda emplearse en la evaluacién de términos con el programa trans-
formado. Se necesita un postproceso de renombramiento tanto para recuperar
la disciplina de constructores del programa original y asegurar que un término
podra ejecutarse en el programa transformado, como para lograr la condicién
de independencia, es decir que no habra interferencias entre las reglas cuando
se ejecute el programa transformado. Lograr la independencia del conjunto de
términos parcialmente evaluados es vital para la correccién de la LN-PE.

Para programas uniformes, ademds del postproceso de renombramiento se
necesita un postproceso adicional, como pone de relieve el siguiente ejemplo,
en el que se muestra como la uniformidad del programa especializado puede
perderse debido al anidamiento de constructores en las lhs de las reglas.

Example 25. Sea el programa uniforme

R ={ Ry : f(e(X)) = g(X)
R; : g(a) — a}
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Para el término ¢t = f(X), s6lamente existe la siguiente derivacién a un término
constructor en cabeza, cuando se empleando la estrategia de narrowing perezoso
uniforme:

ARy {X/c(Y ARz {Y/a
£y PSR o) PR

que conduce al programa especializado
R'={R; : f(c(a)) = a},

después de aplicar una iteracién del algoritmo de evaluacién parcial. Este pro-
grama R' (que coincide con el programa renombrado R'') no es un programa
uniforme, ya que incumple la primera restriccién de la Definicién 15 de programa
uniforme.

Adviertase que este mismo problema también afecta a la estrategia de nar-
rowing necesario, ya para el programa R del Ejemplo 25 la estrategia de nar-
rowing necesario conduce al mismo programa, especializado R’

Recuperar la uniformidad del programa original es importante si queremos
ejecutar el programa transformado utilizando narrowing perezoso uniforme, lo
que es indispensable para asegurar la correccién del proceso de ULN-PE. A con-
tinuacién proponemos una fase de postproceso adicional consistente en utilizar
el siguiente algoritmo para lograr el aplanamiento de las lhs’s de las reglas del
programa evaluado parcialmente.

Algoritmo 3 (Aplanamiento, F)
Entrada: Un programa R.
Salida: Un programa en forma plana F(R).
F(R) = 8i las lhs’s de las reglas de R son planas entonces R
sino Sea R = (f(t1,...,tn) = [E =]r) € R tal que
@i, jymyi 1< <1 < j < m)(ts = (515, m) AT € X);
En F(R')
Donde
R' = (R\{R})U
{f(tla s 7ti—lac(z17 . '7Zm)7ti+17 s Jt’n) -
(71 ® 81N ... A2y R S [AE] = 1)}
Las variables zy, . . ., 2z, son variables frescas y E es una condicion, posiblemente
vacia.

Example 26. Volviendo al Ejemplo 25, si aplicamos el Algoritmo 3 al programa
especializado

R' ={ R : f(c(a)) = a},
obtenemos el programa
R"=F[R)={R{: f(c(X)) » (X =a=a)},

para el que se ha recuperado la restriccién de patrones constructores planos y
por lo tanto la uniformidad del programa original.

60



Hacemos notar que un algoritmo de aplanamiento como el que aparece en
[29], en este ejemplo, restableceria la uniformidad al precio de perder toda la
especializacién conseguida en el proceso de ULN-PE, ya que obtendriamos nue-
vamente el programa original.

Concluimos este apartado demostrando la correccién y completitud fuerte de
la intancia ULN-PE. Para establecer este resultado necesitamos un lema previo,
que formalizamos de la siguiente manera.

Lemma 8. Sean R un programa uniforme y R una regla de R. Sean t y s
, . . o * . ., , ..
términos. Si t ~;.n S entonces eriste una seleccion de drboles definicionales
. . o *
de las funciones definidas en R, tales que t ~>yn  S.

Proof. Inmediata, por induccién sobre el nimero de pasos de la derivacién y
haciendo uso del Corolario 5.

Theorem 6 (strong soundness and completeness).

Sea R un programa uniforme, e una ecuacion, y S un conjunto finito de términos.
Sea R' una hnf-PE de R con respecto a S tal que R' U {e} es S-cerrado. Sea S’
un renombramiento independiente de S, R" un renombramiento y aplanamiento
de R' w.r.t. S', ye" =ren(e,S"). Entonces 0 es una respuesta computada para
e en R siy sélo si 0 es una respuesta computada para e’ en R".

Proof. Por el Lema 8 si R"” es una ULN-PE es también una NN-PE. Ahora por
la correccién y completitud fuerte de la NN-PE [7], se sigue el resultado.

7 Conclusiones.

En este informe hemos realizado un estudio exhaustivo de la relacién existente
entre la estrategia de narrowing necesario [12] y la estrategia de narrowing pere-
zoso presentada en [2], que en esencia es una formalizacién de la aparece en
[29] sin recurrir a un look ahead de las posiciones demandadas. Algunas de las
contribuciones originales de este trabajo se resumen en los siguientes puntos:

— Hemos caracterizado formalmente los programas uniformes como una sub-
clase de los inductivamente secuenciales (Proposicién 4).

— Para programas uniformes simples, las estrategias de narrowing perezoso y
de narrowing necesario son equivalentes paso a paso (Proposicién 5).

— Hemos dado una definicién operacional del concepto de substitucién adelan-
tada en un paso de narrowing necesario.

— Hemos precisado la relacién existente entre los pasos de narrowing necesario
y los pasos de narrowing perezoso, para programas uniformes (Proposicién 4
y Proposicién 7).

— Hemos caracterizado una nueva estrategia de evaluacién perezosa para pro-
gramas uniformes, que hemos denominado narrowing perezoso uniforme.

— Hemos probado la equivalencia de las estrategias de narrowing perezoso u-
niforme y de narrowing necesario para programas uniformes (Teorema 4).
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— Hemos demostrado que la estrategia de narrowing perezoso uniforme es cor-
recta y completa para programas uniformes (Teorema 5).

Estos resultados tienen aplicacién inmediata a la optimizacién de las técnicas
de evaluacién parcial. En [7], se demuestra que la evaluacién parcial basada en
narrowing necesario (NN-PE) hereda las buenas propiedades del mecanismo de
base (e.g., preserva la estructura inductiva de los programas, las computaciones
deterministas, las propiedades de optimalidad, etc). Por otro lado, la LN-PE
puede aplicarse a una clase mas amplia de programas, si bien presenta varios
inconvenientes (e.g., se obtienen reglas redundantes en el programa especializa-
do y se pierde la ortogonalidad del programa original). Los resultados de esta
investigacién caracterizan los programas uniformes como la clase mas amplia
de programas sobre la que pueden obtenerse ventajas comparables a las de la
NN-PE sin la necesidad de usar estructuras como los arboles definicionales que
utiliza el narrowing necesario para guiar la ejecucién. La representacién explicita
de los arboles definicionales tiene un coste elevado para la eficiencia de la ejecu-
cién de los programas asi como para el consumo de memoria. La idea es evitar
el problema que introduce la gestién de los arboles definicionales obteniendo
todavia las ventajas de la PE basada en narrowing necesario, haciendo uso de
la estrategia de narrowing perezoso. Las buenas propiedades de los programas
uniformes nos han permitido:

— definir una nueva instancia de nuestro marco general para PE de programas
l6gico funcionales: ULN-PE; y

— probar que la ULN-PE es fuertemente correcta y completa y preserva la
uniformidad del programa original (tras un postproceso).

Nuestra intencién es seguir profundizando en esta linea de investigacién, estu-
diando la mejora practica que los resultados obtenidos suponen para las técnicas
de evaluacién parcial de programas integrados perezosos.
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