
TEMA 1. INTRODUCCION.
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1.1.- MAGNITUDES.
 
En la Física no basta con describir cualitativamente los fenómenos, sino que, además deben ser estudiados cuantitativamente; ello implica que los fenómenos deben caracterizarse por entes que posean algún efecto observable.

 
Así se denomina magnitud a aquellas cualidades (entes observables) de los cuerpos o de los fenómenos que se puedan medir. Cada magnitud estará correctamente expresada por un número y una unidad. Ejemplos son: fuerza, masa, velocidad, campo eléctrico, etc., pero la belleza, el sabor, el olor, etc., son entes observables que no constituyen magnitudes físicas ya que no se pueden medir. Existen algunas magnitudes que no poseen unidad, son las magnitudes relativas, que representan cocientes de magnitudes de la misma especie.

 
Se denomina cantidad de una magnitud al estado de esa magnitud en un objeto o fenómeno determinado. Por ejemplo, una distancia recorrida, la altura de una casa, el ancho de una clase, etc.; son cantidades de una misma magnitud, la longitud. Vemos así, que la magnitud representa un conjunto de cantidades.

Para poder trabajar físicamente con las cantidades de una magnitud, estas deben ser susceptibles de comparación y dicha comparación se produce cuando puede darse una definición operacional y universal del cociente entre ellas; si tenemos dos cantidades A y B puede definirse




siendo n un número que expresa que la cantidad A es n veces mayor que la cantidad B.


Que la definición de cociente sea operacional, es que, se indique la técnica utilizada en la comparación (instrumento, operaciones) y universal, o sea, cuando el número que se obtiene es independiente del instrumento con el que se realiza la comparación, de quien lo haga y de donde se haga.


Si al comparar varias cantidades de una misma magnitud, elegimos arbitrariamente una de ellas, y comparamos a todas las demás siempre con la misma cantidad fija elegida por nosotros, a esta última cantidad la denominaremos unidad. Y al número que se obtiene de comparar la cantidad de una magnitud con la unidad de dicha magnitud se conoce con el nombre de medida.


De esta manera, tomando una misma unidad, podemos comparar y ordenar las diferentes cantidades según sean sus medidas. Podemos establecer si dos cantidades son iguales o no; podemos decir si una cantidad es mayor o menor que otra. Nos basta con comparar los valores de sus medidas, hechos con la misma unidad. Lógicamente para que se pueda efectuar una medida es necesario disponer del elemento o sistema que se pretende medir y un instrumento de medida que lleve incorporada la unidad (patrón) a utilizar.


Conviene destacar la diferencia conceptual entre cantidad y medida. La cantidad de una magnitud no depende de la unidad utilizada para medirla, en cambio, la medida si depende de la unidad.


Las magnitudes físicas se pueden clasificar, de una forma general, en magnitudes escalares y magnitudes vectoriales.


Las magnitudes escalares son aquellas que necesitan un número real para quedar completamente determinadas. Por ejemplo, la masa, la densidad, la temperatura, etc.


Las magnitudes vectoriales son aquellas que necesitan para su determinación un número real o módulo, una dirección y un sentido sobre la dirección. Por ejemplo, la fuerza, la velocidad, etc.


Por supuesto, en ambos casos, acompañadas de la unidad elegida para medirlas.

1.2.- MAGNITUDES FUNDAMENTALES Y SISTEMA DE UNIDADES.

En Física constantemente se trabaja con fórmulas y expresiones matemáticas que relacionan entre si cantidades de distintas magnitudes. Con objeto de trabajar coherentemente con las magnitudes físicas, se han escogido un conjunto de magnitudes que no están relacionadas entre si por ninguna ley física, es decir, son independientes. A estas magnitudes se las denomina fundamentales o básicas.


Cualquier otra magnitud se podrá expresar en función de las magnitudes fundamentales mediante una ecuación de definición, de ahí, que se las denomine magnitudes derivadas.


Las magnitudes fundamentales en Física son:

longitud

masa

tiempo

corriente eléctrica

temperatura termodinámica

cantidad de sustancia

intensidad luminosa


A lo largo de un curso de Física General se definen estas magnitudes con detalle por lo que, ahora, nos limitaremos al conocimiento intuitivo que de ellas se tiene.


Por ejemplo la velocidad es una magnitud derivada
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Elegidas las magnitudes fundamentales se escoge la cantidad como unidad de cada magnitud fundamental y por último las ecuaciones de definición de las magnitudes derivadas y los valores de las constantes de proporcionalidad de estas ecuaciones.


En la XI Conferencia General de Pesas y Medidas celebrada en París en 1960 se aceptó el sistema propuesto a principio de siglo, por Giorgi, que ampliado a otros campos de la Física forman el Sistema Internacional de unidades de medida (SI). El 8 de noviembre de 1967, España se adhirió a dicho sistema, por lo que será el que se utilice en lo sucesivo.


Magnitudes y unidades fundamentales del SI


MAGNITUD 
UNIDAD 
SIMBOLO

longitud 
metro
 m


masa 
  kilogramo 
     kg


tiempo  
 segundo
     s 


intensidad de corriente eléctrica 
 amperio 
     A


temperatura termodinámica                           kelvin                                  K


cantidad de sustancia                                       mol                                  mol


intensidad luminosa                                      candela                                Cd 


El metro, es la longitud recorrida en el vacío por un rayo de luz en 1/299792458 segundos.

 
El kilogramo, es la masa igual a la masa del prototipo de platino iridiado, que se conserva en el pabellón de Bretuil en Sévres.


El segundo, es la duración de 9192631770 periodos de la radiación     correspondiente a la transición entre los dos niveles hiperfinos del estado fundamental del átomo de Cesio 133.

El amperio, es la intensidad de corriente constante que circulando por dos conductores paralelos, rectilíneos, de longitud infinita, de sección circular despreciable y colocados a una distancia de un metro el uno del otro en el vacío, se atraen mutuamente con una fuerza de 
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 newton por metro de longitud de los conductores.

El kelvin, es la fracción 1/273.16 de la temperatura termodinámica del punto triple del agua.

El mol, es la cantidad de sustancia de un sistema que contiene tantas entidades elementales como átomos hay en 0.012 kilogramos de carbono 12. Cuando se emplea el mol, las entidades elementales deben ser especificadas y pueden ser átomos, moléculas, iones, electrones, otras partículas o agrupamientos especificados de tales partículas.

La candela, es la intensidad luminosa, en una dirección dada, de una fuente que emite radiación monocromática de 
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 Hz. de frecuencia y cuya intensidad energética en esa dirección es de 1/683 w sr-1.


En ocasiones para expresar las cantidades de una magnitud es más cómodo utilizar múltiplos y submúltiplos de la unidad cuyo símbolo y factor se ven en la tabla siguiente:

	MULTIPLOS
	SUBMULTIPLOS

	Factor
	Prefijo
	Símbolo
	Factor
	Prefijo
	Símbolo

	1024
	yotta
	Y
	10-1
	deci
	d

	1021
	zetta
	Z
	10-2
	centi
	c

	1018
	exa
	E
	10-3
	mili
	m

	1015
	peta
	P
	10-6
	micro
	



	1012
	tera
	T
	10-9
	nano
	n

	109
	giga
	G
	10-12
	pico
	p

	106
	mega
	M
	10-15
	femto
	f

	103
	kilo
	K
	10-18
	atto
	a

	102
	hecto
	h
	10-21
	zepto
	z

	101
	deca
	da
	10-24
	yocto
	y


Tabla 1.

1.2.1.- MAGNITUDES Y UNIDADES SUPLEMENTARIAS.

Para algunas unidades del Sistema Internacional, todavía no se ha decidido de que tipo de magnitud se trata. Por ello, estas magnitudes se colocan en una tercera clase, denominadas magnitudes derivadas sin dimensiones. Actualmente son dos las magnitudes existentes y con carácter puramente geométrico.
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Angulo plano (SYMBOL 113 \f "Symbol"). Es el ángulo formado por el arco de circunferencia AB, con centro en O, que intercepta a dos rectas que se unen en el punto O (Fig.1.1). Luego la medida del ángulo es

  SYMBOL 113 \f "Symbol" = 
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siendo l la longitud del arco y R el radio de la circunferencia. Se basa en el hecho de que dado un ángulo, la relación l/R es constante e independiente del radio. El ángulo plano completo son 
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 radianes.

La unidad del ángulo plano en el SI es el radián (rad) que se define como el ángulo plano que, teniendo su vértice en el centro de un círculo, intercepta sobre la circunferencia de este círculo un arco de longitud igual a la del radio. Considerando que la longitud de la circunferencia es 2SYMBOL 112 \f "Symbol"R, vemos que un ángulo completo alrededor de un punto equivale a 2SYMBOL 112 \f "Symbol" radianes.
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Angulo sólido (SYMBOL 87 \f "Symbol"). Se denomina ángulo sólido al espacio comprendido dentro de una  superficie cónica o piramidal. Su valor se obtiene trazando con radio arbitrario R y centro en el vértice O, una superficie esférica (Fig.1.2) y aplicando la relación


[image: image7.wmf]2

R

S

=

W

                                 (1.2)

donde S es el área del casquete esférico interceptado por el ángulo sólido. Como el área de una esfera es 4SYMBOL 112 \f "Symbol"R2, el ángulo sólido completo alrededor de un punto es 4SYMBOL 112 \f "Symbol" estereoradianes (se define más adelante).


Cuando el ángulo es muy pequeño, se toma un dS y no necesariamente debe ser un casquete esférico, si no que puede ser una pequeña superficie plana (fig.1.3.a), perpendicular a OP de modo que (1.2) se expresa

d
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En algunos casos la superficie dS no es perpendicular a OP, y su normal N hace un ángulo SYMBOL 113 \f "Symbol" con OP (Fig.1.3.b). Entonces es necesario proyectar dS en un plano perpendicular a OP, el cual nos da el área dS' = dS cosSYMBOL 113 \f "Symbol", sustituyendo en (1.3)
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Por último queda por definir la unidad de ángulo sólido: el estereoradián (sr), es el ángulo sólido que teniendo su vértice en el centro de una esfera, delimita sobre la superficie esférica correspondiente, un área igual al de un cuadrado que tiene como lado el radio de la esfera.

1.3.- ECUACION DE DIMENSIONES.


Una magnitud puede ser la misma en dos sistemas de unidades, pero su unidad ser distinta en ambos. Por ejemplo, una distancia medida en metros y en pies.


Para relacionar entre si las magnitudes, sin que intervengan las unidades en que se expresan en los diferentes sistemas, Fourier aplicó a las magnitudes físicas el concepto geométrico de dimensión, entendiendo físicamente por dimensión, la naturaleza cualitativa de una cantidad física.


Para no confundir cantidades de magnitudes con dimensiones se usarán corchetes 
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 para representar las dimensiones de una cantidad física, mientras que para representar las dimensiones de las magnitudes fundamentales se usarán los símbolos que a continuación se exponen, no siendo imprescindible rodearlas de corchetes.

 
longitud
L


masa
M


tiempo
T


intensidad eléctrica
I


temperatura termodinámica
K


cantidad de sustancia
n


Cualquier ecuación que relacione magnitudes físicas se puede poner en función de sus dimensiones
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y así, se expresa una ecuación de dimensiones, esto es, una ecuación simbólica que expresa como varía la unidad A dentro de un sistema acorde, al variar las unidades de B y C que intervienen en su ecuación de definición.


Si B y C no son magnitudes fundamentales estas se podrán poner en función de la masa, la longitud y el tiempo, etc., adoptando la ecuación de dimensiones la forma

[  ]
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Como se observa, las ecuaciones de dimensiones pueden considerarse como ecuaciones entre expresiones algebraicas. Sin embargo, hemos de tener en cuenta que dichas ecuaciones no son ecuaciones físicas, es decir no ligan cantidades de magnitudes; por ejemplo, de la ecuación de dimensiones para la fuerza F = m a, resulta ser




pero esta no puede considerarse como una ecuación física y deducir que cuando actúa una fuerza F sobre una masa M durante un tiempo T la longitud recorrida es





La ecuación de dimensiones tiene una gran importancia y aplicación en la ciencia y la técnica, pues con ellas se pueden descubrir errores en las ecuaciones físicas, ya que cualquier ecuación física debe verificar el principio de homogeneidad dimensional, que dice: Si una ecuación expresa correctamente una relación entre magnitudes de un proceso físico debe ser dimensionalmente homogénea, esto es, todos sus sumandos deben tener las mismas dimensiones.


Por ejemplo, la ecuación que relaciona el espacio que recorre un cuerpo en función del tiempo es




donde todos los términos de esta ecuación tienen dimensiones de longitud. 



En muchos casos es posible, cuando se aborda un problema, el deducir o verificar una fórmula específica. Para ello existe un procedimiento útil y poderoso, conocido como análisis dimensional, que se basa en el uso de las dimensiones y en el cumplimiento del principio de homogeneidad dimensional. Este es un procedimiento debido a Rayleigh y muy utilizado en Mecánica de Fluidos.


A fin de ilustrar el procedimiento y sin entrar en demasiados detalles, supongamos que se quiere saber la velocidad de salida de un líquido por un pequeño orificio practicado en la pared de una vasija; se tienen como variables la altura (h) desde la superficie del líquido al orificio, la densidad del líquido (SYMBOL 114 \f "Symbol") y la aceleración de la gravedad (g). O sea





Puesto que las dimensiones de la velocidad v son 

. Por el principio de homogeneidad dimensional, (h, SYMBOL 114 \f "Symbol", g) deben combinarse de forma que al final quede 

. La forma de que esto ocurra es que cada término de la función sea un monómio formado por productos de potencias de las cantidades




donde cte. es una constante adimensional y (a, b, c) los exponentes a determinar. Igualando las ecuaciones de dimensiones del primer y segundo miembro




agrupando exponentes










resolviendo el sistema



                

              


o sea




en donde observamos que la densidad del líquido no influye en su velocidad de salida. La expresión deducida por Torricelli es




1.4.- VECTORES.


La representación gráfica de una magnitud vectorial es un segmento de recta, orientado, que recibe el nombre de vector (Fig.1.4).





El módulo indica, en la unidad elegida, el valor numérico de la cantidad de la magnitud representada. Al origen A se le denomina punto de aplicación.


La dirección es la de la recta en que está contenido y el sentido se representa por una punta de flecha en su extremo.


Su representación en la escritura a mano se caracteriza dibujando una flecha corta sobre la letra o letras usadas para representarlo. En el texto se utilizarán letras negritas para el vector (a) y normal para el módulo (a).


Los vectores se clasifican atendiendo a su punto de aplicación en:

· Vectores libres. Son aquellos en que su punto de aplicación puede ser cualquier punto del espacio. Quedan determinados, por tanto, por su módulo, dirección y sentido.

· Vectores deslizantes. Su punto de aplicación puede ser uno cualquiera de la recta que lo soporta. Se caracterizan, por tanto, por su módulo, dirección, sentido y un punto cualquiera de la recta que los soporta.

· Vectores ligados o localizados. Se caracterizan por tener el punto de aplicación fijo. Luego quedan localizados por su módulo, dirección, sentido y su punto de aplicación fijo.


Con objeto de matizar, el que dos vectores deslizantes que tengan iguales módulos, direcciones y sentidos no sean iguales si sus rectas soportes son diferentes o que dos vectores ligados no son iguales si, presentando igualdad de sus elementos, tienen distinto origen, se introduce el concepto de equipolencia. Dos vectores son equipolentes cuando solo difieren en su punto de aplicación.


En los vectores libres no tiene sentido hablar de equipolencia al ser el punto de aplicación arbitrario.

Dos vectores deslizantes son equipolentes cuando sus rectas soporte son paralelas. Y dos vectores ligados son equipolentes cuando tienen igual módulo, dirección y sentido.

1.5.- OPERACIONES CON VECTORES LIBRES.
      a) SUMA DE VECTORES.

Se define como suma de dos vectores libres a y b, al vector c que se obtiene representando el vector b a partir del extremo de a y uniendo el origen de a con el extremos de b. Esta definición puede extenderse a la suma de varios vectores. La figura resultante (Fig.1.5), recibe el nombre de polígono vectorial.





Si en un caso dado el polígono vectorial resultase cerrado, es decir, al hacer la construcción el extremos del último vector coincidiera con el origen del primero, evidentemente el vector suma sería nulo. Este vector se denomina vector nulo.
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En el caso de dos vectores a y b, la construcción del polígono vectorial es  equivalente a construir un paralelogramo con los dos vectores llevados al mismo origen, y la diagonal de este paralelogramo nos dará el vector suma c (Fig.1.6).


La suma de vectores tiene la propiedad conmutativa.

a + b = b + a

y la asociativa

(a + b) + c = a + (b + c)

      b) DIFERENCIA DE VECTORES.


Para poder definir la diferencia de dos vectores libres previamente debe conocerse el significado de vector opuesto.


Dado un vector a definimos el vector opuesto a a, que se simboliza por -a, como un vector del mismo módulo y dirección que a pero de sentido contrario.


Se define como diferencia de a -b, al vector que se obtiene de sumar a con el opuesto de b (Fig.1.7).




a - b = a + (-b)


Al ser en realidad una suma, la diferencia de vectores tiene las mismas propiedades que la suma de vectores.

      c) PRODUCTO Y COCIENTE DE UN ESCALAR POR UN VECTOR.




El producto de un vector a por un escalar p es otro vector de la misma dirección, cuyo módulo es pa y del mismo sentido que a si p es positivo o de sentido opuesto si p es negativo (Fig.1.8).

Posee las propiedades asociativa
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distributiva respecto a la suma de escalares

(p + q) a = p a + q a
distributiva respecto a la suma de vectores

p (a + b) = p a + p b


El cociente entre un vector a y un escalar p, es igual a un vector de la misma dirección, de módulo a/p y del mismo sentido u opuesto a a según sea el signo de p.


De esta definición podemos deducir que, si dividimos un vector libre a por su módulo, el resultado es un vector que conserva la dirección y sentido de a, pero cuyo módulo es la unidad puesto que se obtiene dividiendo el módulo del vector a por un escalar de valor a. Este vector recibe el nombre de vector unitario.



                                                       (1.6)

1.6.- COMPONENTES Y COSENOS DIRECTORES DE UN VECTOR LIBRE.

Para referir los desarrollos teóricos y las aplicaciones vectoriales elegimos como sistema de referencia el cartesiano trirrectangular a derechas, es decir, el formado por tres ejes (X, Y, Z), perpendiculares dos a dos y orientados de forma que al girar la cabeza de un sacacorchos en el sentido que de X a Y por el camino mas corto, la punta avanza en el sentido del eje Z. Este sistema así definido, también se denomina directo o dextrógiro.





Sobre cada uno de los ejes tomaremos un vector unitario que denominaremos respectivamente i, j, k y que constituyen los vectores fundamentales o base del sistema de referencia (Fig.1.9). Estos vectores estarán orientados en el sentido creciente de los ejes.


La terna de vectores elegidos son independientes entre sí, pues están dirigidos según las tres direcciones del espacio, independientes entre si. Todo vector en este espacio dependerá de esta base y podrá expresarse, de forma única, en función de los vectores de la base.


Consideremos un vector libre a. El polígono vectorial OPQR, expresa que a puede descomponerse en la suma de tres vectores perpendiculares entre si, cada uno sobre uno de los ejes (Fig.1.10).






                                                      (1.7)

los vectores 

 reciben el nombre de componentes vectoriales de a.


Las componentes vectoriales de (1.7) pueden expresarse en función de los vectores unitarios del sistema cartesiano




según lo cual, el vector a en (1.7), queda expresado en función de los vectores unitarios, mediante
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que constituyen la expresión analítica del vector. A los escalares 

 se les denomina componentes escalares de a.


El módulo de a es la diagonal del paralépipedo recto (Fig.1.10), es decir
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El vector unitario en la dirección de a, teniendo en cuenta (1.6), viene dado por
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Para determinar la dirección del vector hay que conocer los ángulos (, ( y (, que forma con cada uno de los ejes del sistema de referencia (Fig.1.11).





Observando (Fig.1.11) se aprecia que
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a dichos cosenos se les denomina cosenos directores de a.


Se deduce fácilmente que los cosenos directores están relacionados entre sí, mediante
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El vector unitario se podrá expresar también como
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es decir, las componentes del vector unitario son, precisamente, los correspondientes vectores unitarios.


Si de un vector se conocen las coordenadas de su extremo 
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, las componentes del vector se obtienen restando a las coordenadas de N las de M, es decir
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Se deduce de lo expuesto que un vector queda determinado de alguna de las formas siguientes:

* A partir de sus tres componentes.

* A partir de su módulo y dos ángulos que forma con el sistema de referencia.

* A partir de las coordenadas de su extremo y origen.


Para la determinación de los vectores deslizantes y localizados, se procede de la misma manera que para un vector libre, añadiendo en los primeros la ecuación de su recta soporte y en los segundos las coordenadas de su punto de aplicación.


La expresión analítica de la suma de n vectores es:
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por tanto, el vector suma tiene por componentes a las sumas de las respectivas componentes de los vectores sumados.


La expresión analítica del producto de un escalar por un vector es




y por tanto, el vector producto de uno dado por un escalar tiene por componentes el producto de la respectiva componente del vector dado por el escalar.

1.7.- PRODUCTO ESCALAR.




El producto escalar de dos vectores a y b (Fig.1.12) es un escalar de valor igual al producto de los módulos de ambos vectores por el coseno del ángulo que forman



                        (1.13)


Proyectando uno de los vectores sobre el otro, se comprueba que la proyección del vector a sobre el vector b, representado por ab (Fig.1.13), es







aplicándolo a (1.13)



                             (1.14)

de igual forma



                                                   (1.15)


Es decir, el producto escalar de dos vectores puede representarse también, como el producto del módulo de uno de ellos por la proyección del otro sobre él.


Consecuencias de la definición de producto escalar:
· El producto escalar de dos vectores es positivo o negativo según que el ángulo de las direcciones de los vectores sea agudo u obtuso. Y será nulo cuando los vectores sean perpendiculares y máximo cuando los vectores sean paralelos.

· El producto escalar de un vector por si mismo es igual al cuadrado de su módulo



                                         (1.16)

· Los productos escalares de los vectores unitarios de la base cartesiana trirrectangular, teniendo en cuenta lo expuesto anteriormente, valdrán:

i ( i = j ( j = k ( k = 1          i ( j = j ( i = i ( k = k ( i = j ( k = k ( j = 0      (1.17)


El producto escalar posee la propiedad conmutativa
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y la propiedad distributiva
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pero no posee la propiedad asociativa

a ( (b ( c) ( (a ( b) ( c

Si los vectores a y b están expresados en forma analítica, es decir







multiplicando, miembro a miembro ambas expresiones, se tiene


[image: image29.wmf])

(

b

a

)

(

b

a

)

(

b

a

)

(

b

a

)

(

b

a

)

(

b

a

)

(

b

a

)

(

b

a

)

(

b

a

=

 

)

 

b

 

b

 

b

(

)

 

a

 

a

 

a

(

z

z

y

z

x

z

z

y

y

y

x

y

z

x

y

x

x

x

z

 

y

x

z

y

x

k

k

j

k

i

k

k

j

j

j

i

j

k

i

j

i

i

i

k

j

i

k

j

i

b

a

×

+

×

+

×

+

×

+

×

+

×

+

+

×

+

×

+

×

+

+

×

+

+

=

×


sustituyendo el valor de (1.17), se obtiene la expresión analítica del producto escalar



                                      (1.18)

1.8.- PRODUCTO VECTORIAL.

El producto vectorial de dos vectores a y b, representado por a ( b, es otro vector (Fig.1.14) con las siguientes características:

· Su módulo es igual al producto de los módulos, de ambos vectores, por el seno del ángulo que forman.

a ( b = a b sen(                                        (1.19)

· Su dirección es perpendicular al plano definido por los vectores a y b.

· Su sentido es el del avance de un sacacorchos, cuyo sentido de giro coincidiera con el que lleve el primer vector a a coincidir con el segundo vector por el camino mas corto.





Geométricamente, el módulo (1.19) del producto vectorial representa el área del paralelogramo formado por los dos vectores como lados (Fig.1.15)
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Consecuencias de la definición de producto vectorial:

· El producto vectorial de dos vectores paralelos es el vector nulo y de dos vectores perpendiculares es máximo.

· Los productos vectoriales de los vectores unitarios de la base cartesiana trirrectangular, como son perpendiculares entre sí, valdrán
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El producto vectorial posee la propiedad distributiva respecto a la adicción vectorial
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y no posee las propiedades, ni conmutativa
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Si los vectores a y b vienen dados en sus expresiones analíticas







el producto vectorial de estos dos vectores será
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sustituyendo los valores de (1.20), se obtiene la expresión analítica del producto vectorial
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que coincide con el valor del determinante
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1.9.- PRODUCTO MIXTO.

Se define el producto mixto de tres vectores 
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y representa el volumen de un prisma de lados los propios vectores (Fig.1.16).
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El producto mixto será nulo si los vectores a, b y c son coplanarios y también si dos cualquiera de los vectores son paralelos.


Siendo las expresiones analíticas de los vectores a, b y c las siguientes
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la expresión analítica del producto mixto coincide con el resultado del determinante:
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Si permutamos dos filas entre si, con el consiguiente cambio de signo, obtenemos la igualdad entre los determinantes,  que nos determinan la equivalencia entre los productos mixtos.
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1.10.- MOMENTO DE UNA MAGNITUD.

En el estudio de los fenómenos físicos además de conocer los valores de las magnitudes nos interesa saber sus posiciones en el espacio. El concepto de "momento" expresa en las ecuaciones matemáticas la distribución en el espacio de las magnitudes. Así y de una forma general, podemos decir que, el momento de una magnitud es el producto de su valor por una potencia de la distancia existente entre la posición de la magnitud y el origen de referencia, elegido previamente.


Según sea el valor de la potencia 1, 2,.....,n; se clasifican los momentos en, momentos de primer orden, segundo o en general enésimo orden.


Los momentos pueden ser de magnitudes escalares o de magnitudes vectoriales. Ejemplos de los primeros se encuentran en la Geometría de Masas, donde el objetivo es conocer la distribución de la masa de un sistema en el espacio; y ejemplos de los segundos, se encuentran en Dinámica y Electromagnetismo.





En el caso del momento de una magnitud vectorial, este se define en función de un producto vectorial, en donde la distancia se considera como vector. Así, el momento de un vector a (Fig.1.17) aplicado en A respecto de un punto cualquiera del espacio P (momento central) 
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 se define como el producto vectorial de la distancia que separa a P de A por el vector  
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De esta forma se tiene que a cada punto del espacio, le corresponde un momento distinto del mismo vector, formándose así un campo de momentos del vector a.


De la definición se deduce que la dirección de 
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 será normal al plano que definen a y r, y su sentido el del producto vectorial 
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, siendo su módulo el área del paralelogramo que tiene a la distancia y al vector como lados (Fig.1.17)



                                            (1.25)

es decir, el módulo del momento central es igual al producto del módulo del vector por la distancia al punto P, donde se desea hallar el momento, de la dirección del vector.


Se ha obtenido el valor que toma el momento de un vector localizado respecto a un punto P. Si el vector es deslizante da igual el punto de aplicación que se tome del vector en su recta soporte. Se comprueba fácilmente, considerando un vector deslizante a en dos posiciones dentro de su recta soporte, con origen en A y B (Fig.1.18), y se calcula el momento en P aplicando (1.24) para ambas posiciones







 y    

             (1.26)

pero, observando la geometría de la (Fig.1.18) se verifica

r + AB = r(                        (1.27)

sustituyendo (1.27) en (1.26) se obtiene
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y teniendo en cuenta la definición de producto vectorial en (1.28) se comprueba que



                                              (1.29)


Es decir, (1.29) nos indica, que el momento de un vector deslizante respecto de un punto es único y no depende de la posición del punto de aplicación del vector, siempre que se mantenga sobre su recta soporte.


Esto lógicamente no es aplicable a un vector libre. Luego el concepto de momento respecto de un punto solo es definible para vectores ligados y para vectores deslizantes.

1.11.- FUNCION VECTORIAL.

En muchos procesos físicos, las magnitudes vectoriales no permanecen constantes, sino que van variando. Esto quiere decir, que sí por ejemplo, la expresión analítica de un vector a es
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las componentes escalares 

del vector, en el sistema de referencia que hallamos elegido, no van a ser fijas, sino que pueden tomar diferentes valores en función de una cierta variable, de tal modo que, para un valor de la variable corresponda un valor del vector a, se tiene así una función vectorial, expresándose su dependencia funcional mediante

a = a(u)                                                    (1.31)

siendo, en este caso, la variable u de carácter escalar.

En Física es común encontrase a menudo con magnitudes vectoriales variables, por ejemplo la velocidad v(t), siendo la variable escalar más típica el tiempo.





Como la función vectorial a de (1.31) va tomando distintos valores según varíe u, si llevamos los puntos de aplicación de los diferentes vectores (o sus equipolentes) a un punto común (Fig.1.19), observaremos que sus extremos describen una curva que se denomina hodógrafa.


Las funciones vectoriales pueden ser uniformes, si a un valor de la variable le corresponde un único vector; y multiformes en caso contrario. Por su especial interés se van a considerar las funciones vectoriales uniformes.





El estudio de la variación de las funciones vectoriales se basa en el concepto de derivada de un vector. Admitiendo que la función vectorial a es continua para todos los valores posibles de u, para un incremento de la variable u, le corresponde un incremento del vector a (Fig.1.20), dado por
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Se denomina derivada vectorial de la función a respecto de la variable u, al límite del cociente entre el incremento del vector y el incremento de la variable, cuando esta última tiende a cero. Es decir



                              (1.33)


La derivada es pues, otra función vectorial, que tiene como:

· dirección, la de la tangente a la hodógrafa, ya que en el límite B tiende a confundirse con A y, por tanto, la recta soporte de 
[image: image61.wmf]D

a estará sobre la tangente a la hodógrafa en A.

· sentido, el del incremento del vector a para incrementos positivos de la variable u.

·  módulo



                         (1.34)

ya que, en el límite, el módulo del incremento del vector a es equivalente al incremento del arco de la hodógrafa (s.


Derivando sucesivamente respecto de u, se van obteniendo los vectores derivada segunda, tercera, etc.


Teniendo en cuenta que







en donde los vectores unitarios (i, j, k) son fijos, no dependiendo de u. Aplicando (1.33) la expresión analítica de la derivada vectorial será




pero los tres límites del segundo miembro son, por definición, las derivadas de las funciones escalares 

 respecto de u, con lo que



                                       (1.35)

que permite calcular el vector derivada mediante las derivadas escalares de las tres componentes.

1.12.- CAMPO ESCALAR. GRADIENTE DE UN ESCALAR.

Se dice que en una región del espacio existe un campo escalar, si a cada uno de los puntos de la región espacial se le asigna un escalar. Ejemplos físicos de campos escalares son la distribución de densidades de un sólido heterogéneo, la de temperaturas de una nación, etc.


Para representar los campos escalares se recurre a las superficies de nivel o superficies equiescalares. Si consideramos un campo escalar descrito por su ley de campo

U = f(x, y, z)                                                       (1.36)

se denomina superficie de nivel al lugar geométrico de los puntos en que la magnitud del campo U toma el mismo valor. Estas superficies deben su nombre a la analogía con las curvas de nivel utilizadas en los mapas topográficos. Estas superficies no pueden tener puntos comunes por la imposibilidad de que la función escalar, en un mismo punto, tenga diferentes valores.


Para estudiar un campo escalar se determinan las superficies de nivel para valores de U separados por incrementos constantes (Fig.1.21).





Así podemos observar que partiendo de un punto A en donde 

 y llegando a los puntos B y C situados a la misma distancia de A pero en direcciones diferentes, la variación de la función escalar U es distinta, en el primer caso 

 y en el segundo caso 

, siendo  

. Esto indica que el incremento de la función U depende de la dirección que se elija.


Para calcular los valores de U a partir de uno conocido nos apoyaremos en la derivada de la función escalar pero, por la particularidad antes apuntada, deberemos tener en cuenta la dirección adoptada. Así hablaremos de la derivada direccional.


Si partiendo de P nos movemos en la dirección n representada por el unitario 
[image: image62.wmf]u
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 (Fig.1.22), la derivada direccional  de U es






       (1.37)

y teniendo en cuenta que 

, sustituyendo en (1.37)



   (1.38)

que expresa la variación del campo escalar U en la dirección de n.


Por otro lado si se diferencia en (1.36)
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pudiéndose a (1.39) considerar como el producto escalar de dos vectores, uno
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y el otro, gradiente de la función escalar
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teniendo en cuenta (1.40) y (1.41), la ecuación (1.39) se puede expresar como 
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o también
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por tanto para obtener las distintas derivadas direccionales de la función escalar U en un punto, no hay mas que proyectar el vector gradiente sobre la dirección dada, como se aprecia en (1.43). O sea, conocido el gradiente se puede estudiar un campo escalar en todas sus direcciones.


En resumen el vector gradiente:

· Su módulo es la derivada direccional máxima ya que se cumple que para ( = 0( el  gradiente y la dirección coinciden.

· Es perpendicular a la superficie de nivel, ya que, si nos movemos entre dos puntos de una misma superficie de nivel dU = 0, con lo cual


[image: image68.wmf]0

d

 

U

 

rad

g

=

×

r


dr es distinto de cero y contenido en la superficie de nivel, luego para que se cumpla la expresión anterior deben ser grad U y dr perpendiculares.

· El sentido del gradiente es el del crecimiento de U.

1.13.- CAMPO VECTORIAL. LINEAS DE CAMPO.

Se dice que existe un campo vectorial cuando en una región del espacio, en cada uno de sus puntos se aplica un vector.

F = f(x, y, z) = f(r)                                              (1.44)

o según sus componentes escalares:
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Ejemplos de estos campos son los eléctricos, gravitatorios y recordando el apartado anterior, todo campo escalar que sea derivable se le puede asociar un campo vectorial que es el campo de su gradiente. 





La representación geométrica de un campo vectorial es algo más compleja que la de un campo escalar, ya que en este caso, además del número (módulo) se debe indicar la dirección y el sentido propios de la magnitud vectorial. Las curvas que representan el campo vectorial se denominan líneas vectoriales o líneas de campo y se dibujan de tal forma que sean tangentes en todos sus puntos a los vectores del campo en cada punto (Fig.1.23).
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Partiendo de un punto P donde F es el vector, se avanza sobre la recta de F una longitud diferencial hasta P(, en donde el vector de campo es F(, se vuelve a avanzar otra longitud diferencial sobre la recta de F( hasta P(( y así sucesivamente.


Las líneas de campo determinan la dirección de F pero no informan sobre su módulo. Para tener una idea sobre el valor del módulo, se elegirá una superficie elemental de área d( y se construyen las líneas de campo de los puntos que se encuentran en la superficie. De esta manera, en las regiones del campo en que F tenga un módulo grande habrá muchas líneas de campo por unidad de superficie normal a ellas. Lo contrario ocurrirá en las zonas en que el módulo de F sea pequeño. 

1.14.- CIRCULACION DE UN VECTOR.

Considérese una magnitud vectorial F y un desplazamiento diferencial con origen en un punto. Se define la circulación elemental de F como el producto
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es decir dC es una magnitud escalar igual al producto de la longitud dr por la proyección de F sobre dr.





Desplazándose en el seno de un campo vectorial F = f(x, y, z), desde un punto inicial A hasta otro final B, por una curva c (Fig.1.24), el recorrido se puede dividir en un conjunto infinito de pequeños desplazamientos diferenciales dr contenidos en la curva c. A la suma de las  infinitas circulaciones elementales dadas por (1.45) se le denomina circulación del campo vectorial F a lo largo de c
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que es una integral curvilínea.


En general, como para ir de A a B hay infinitos caminos, en cada uno de ellos se obtendrán diferentes valores de la circulación C.

1.15.- POTENCIAL DE CAMPO.

Recordando el concepto de gradiente, se aprecia, que partiendo de un campo escalar U se obtiene un campo vectorial F formado por los vectores gradientes de U. Es decir se establece una asociación en cada punto del espacio entre un campo escalar U y un campo vectorial F, tal que

F = grad U                                                       (1.47)


La función escalar U de (1.47) recibe el nombre de función potencial y se dice que la función vectorial F deriva de un potencial, puesto que el vector gradiente reúne la información sobre las derivadas de U. Se comprende, que es más fácil estudiar un campo escalar que uno vectorial, por tanto, si un campo vectorial F deriva de un potencial U, se estudiara el campo escalar U, sabiendo que al final basta para conocer un valor concreto de F obtener el gradiente de U.


Si se dispone de un campo vectorial F que deriva de un potencial U y se quiere conocer la circulación del vector F a lo largo de la curva c, desde un punto A a otro B (Fig.1.25a), aplicando (1.46)
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considerando (1.42) y sustituyendo en (1.48) se obtiene
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es decir, que en este tipo de campos la circulación del vector F es independiente del camino seguido (de la curva elegida).





Evidentemente, si se quiere conocer la circulación de un campo F, que deriva de un potencial U, a lo largo de una curva cerrada (Fig.1.25b), aplicando (1.49) a los dos caminos
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consecuencia importante que expresa, que el campo vectorial F
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 es conservativo. Así pues, a los campos que derivan de potenciales se les denomina campos conservativos y viceversa.


En las aplicaciones físicas se utiliza con más frecuencia el potencial V, que es lo mismo que U cambiado de signo




evidentemente coincide la expresión de la circulación, sustituyendo en (1.50)





En adelante cuando un campo vectorial derive de un potencial, lo expresaremos como



                                                (1.51)

1.16.- FLUJO A TRAVES DE UNA SUPERFICIE.

Primero se recordará como se representa vectorialmente una superficie. Para ello considérese una superficie S cuya periferia está orientada como se indica (Fig.1.26)





El vector S, representante de la superficie, será igual a la suma vectorial de los infinitos elementos diferenciales de superficie dS de la (Fig.1.26), o sea,
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Cada dS será un vector de módulo dS, dirección la perpendicular al elemento de superficie, representado por el unitario n y sentido el de avance de un tornillo cuando su cabeza gira en el sentido de orientación de la periferia de la superficie, como se aprecia en la (Fig.1.26).


En el caso de una superficie cerrada el vector superficie es nulo y el sentido, de los diferentes elementos de superficie, siempre salientes del espacio que envuelve la superficie.


Una vez expresada la representación de una superficie, si se tiene una superficie de área  S, donde está definido un campo vectorial F, se puede descomponer la superficie en infinitos elementos diferenciales dS (Fig.1.27), en cada uno de los cuales es posible determinar el flujo elemental.
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La suma de todos los sumandos infinitesimales de (1.52), en el límite, viene expresado por la integral
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que constituye el flujo del campo vectorial F a través de la superficie S.


Se puede tener flujo nulo cuando en toda la superficie, F es perpendicular a dS, o también en una superficie cerrada, cuando el número de líneas de campo que entran es igual al número de líneas de campo que salen.
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