DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA Y
ESTADISTICA

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE
INGENIEROS AERONAUTICOS

METODOLOGIA PARA EL DISENO
DE REDES DE TRANSPORTE

Y PARA LA ELABORACION DE
ALGORITMOS EN

PROGRAMACION MATEMATICA
CONVEXA DIFERENCIABLE

Tesis doctoral

por

Ricardo Garcia Rdédenas
Licenciado en CC. Matematicas

dirigida por
Angel Marin Gracia
Doctor Ingeniero Aeronautico

2001






Tribunal nombrado por el Mgfco. y Excmo. Sr. Rector de la Univer-

sidad Politécnica de Madrid, el dia de de 2001

Presidente D.

Vocal D.

Vocal D.

Vocal D.

Secretario D.

Realizado el acto de defensa y lectura de la Tesis el dia
de de 2001 en

Calificacion:

El Presidente El Secretario Los Vocales






A los que no estdn,
porque se han ido o
porque estan por llegar.






AGRADECIMIENTOS

Desearia expresar mi agradecimiento a las personas e instituciones que han hecho posi-
ble la realizacion de esta tesis doctoral.

En primer lugar agradezco al profesor D. /[ngel Marin, del Departamento de Ma-
tematica Aplicada y Fstadistica de la Universidad Politécnica de Madrid, el haberme
introducido y guiado en la investigacion durante todos estos anos. Han sido tantas las
reuniones y las vivencias que ademds de ser mi Director de Tesis también es mi amigo.

Al profesor Michael Patriksson, del Departamento de Matemadticas de la Universidad
Tecnologica de Chalmers, por el intercambio de ideas que han enriquecido profunda-
mente el contenido de esta tesis.

A los profesores Juan de Dios Ortizar, Enrique Ferndandez y Joaquin De Cea, del
Departamento de Ingenieria de Transporte de la Pontificia Universidad Catélica de
Chile, por su introduccion en la modelizacion del transporte, en especial, de los modelos
de asignacion en redes de transporte publico.

Al profesor Doroteo Verdstegui, companero de la Escuela Universitaria Politécnica
de Almadén, le agradezco toda su generosidad y amistad que ha mostrado desde el
primer dia que nos conocimos.

A Sally Newton, mi profesora de inglés, por sus miles de redondeles rojos, que pese
a su esfuerzo, siguen siendo imprescindibles.

A Dawvid Esteban, alumno de la E. T. S. I. Aeronduticos, por realizar la experiencia
numérica de la seccion 6.7.

A la Universidad de Castilla-La Mancha y a la Universidad Politécnica de Madrid
por darme todas las facilidades posibles, en particular, a la Escuela Universitaria
Politécnica de Almadén y a la Escuela Técnica Superior de Ingenieros Aeronduticos.

Al Ministerio de Educacion y Cultura que a través de la ayuda TRA99-1156-C02-01
del Plan Nacional de I+D, Programa de Transporte, ha sufragado parte de los costes
de esta investigacion.

A mi Madre, que si hubiera sabido, sin duda, me la hubiera escrito. A toda mi
Familia (estais todos, hasta los que, hoy por hoy, no sabeis leer estas lineas).

Las 4ltimas palabras que escribo son para M2 Luz. Son las dltimas porque son
las mas dificiles, porque las que hoy escribo manana me parecen insuficientes, por esta
incapacidad de circunscribir las palabras a mis emociones, como lo hacen los cardinales
a los conjuntos.

Ciudad Real, 31 de mayo de 2001






Indice General

Resumen

Abstract

Introduccién y sumario

1

1

Modelos y métodos en optimizacion de redes no lineales . . . . . ... ... ... ...
1.1 El problema de optimizacion . . . . . . .. ... oo
1.2 Modelos de desigualdades variacionales. . . . . . . . . . ... ... ...
1.3 Programacién matemadtica con restricciones de equilibrio (MPEC) . . . . . ..

Modelos matematicos aplicados a la planificacién del transporte urbano . . . . . . ..

2.1 Planificacion del transporte urbano . . . . . . ... ... Lo
2.2 Modelos de asignacién de trafico en equilibrio . . . . . ... .. ... ... ...
2.3 Modelos de asignacién en transporte publico . . . .. ... .. ... ... ...
2.4 Modelos combinados . . . . . .. ... Lo
2.5 Algunos problemas MPEC en planificacién de transporte urbano . . . . . . . .

Sumario de la tesis . . . . . . . e e e e e e e e e

Modelos de equilibrio con modos combinados

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

Introduccidn . . . . . Lo
Modelos de equilibrio con modos combinados . . . . . . . .. ... ... ... ... ..
1.2.1  Modelizacién de la demanda . . . . . .. .. ... Lo
1.2.2  Modelizacién de la red de transporte . . . . . .. ... L
1.2.3 Condiciones de equilibrio . . . . . . . . . ...
1.2.4 Formulacién matematica de las condiciones de equilibrio . . . . . . . . ... ..
Algoritmos de generacién de columnas/descomposicién simplicial . . . . . . .. .. ..
1.3.1 Resolucién del RMPVIP . . . . . .. .. ..
1.3.2 TAP-MVIP en el espacio de flujo en los arcos . . . . . . ... ... ... ....
Resultados experimentales . . . . . . . .. ..o Lo
1.4.1 Detalles de la implementacién . . . . . . . . . .. ... ... ..

Aplicacién del TAP-M al disefio paramétrico de intercambiadores . . . . . . .. .. ..

ix

xvii

xix

PSS, ST

12
12
13
17
19
23
28



1.5.1 Tlustraciéon de la solucién del modelo TAP-M . . . . . ... .. ... ... .... 57
1.5.2 Demanda de aparcamientos frente a la capacidad ofertada . . . . . . . ... .. 57

1.5.3 Influencia de la localizacién de los intercambiadores en la demanda de modos
combinados . . . . . . .. 60

1.5.4 Influencia de las tarifas en el nivel de servicio de los aparcamientos . . . . . . . 60

1.5.5 Influencia del tiempo medio de transferencia en el nivel de servicio de los inter-

cambiadores . . . ... L 60
Apéndice I: resolucién del CGPVIPgp(€) . . . . . . . . o oo 62
Apéndice II: resolucién del subproblema CGPVIPg(¢) . . . . . ... ... ... ... .... 63
Apéndice III: modelo de optimizacién para costes simétricos . . . . . . . . . .. ... .... 64

La clase de algoritmos CG/SD en optimizacién convexa diferenciable: andlisis de

la convergencia 67
2.1 Imtroduccién y motivacidén . . . . . . . . .. Lo 68
2.1.1 Métodos de generacién de columnas / descomposicién simplicial . . . . . . .. 68

2.1.2 Motivacién para una nueva clase de algoritmos de generacién de columnas /

descomposicién simplicial . . . . ..o Lo 72

2.2 El algoritmo conceptual CG/SD y su convergencia . . . . . . . . ... .. ....... 73
2.2.1 Elalgoritmo CG/SD . . . . . . .. 73
2.2.2  El resultado basico de convergencia . . . . . . . . ... ... L L. 74

2.3 Propiedades del del problema maestro restringido . . . . . . . . ... ... ... ... 76
2.3.1 Aproximacion interior de X . . . . . . ... ..o 76
2.3.2 Las aproximaciones interiores son simplices . . . . . .. .. .. ... ... ... 78

2.4 Convergencia finita en los algoritmos CG/SD . . . . .. ... ... ... ... ... . 79
2.4.1 Geometria de las caras y no degeneraciéon . . . . . . . .. ... ... 80
2.4.2 Identificacién finita de la cara éptima . . . . . . .. ..o L 82
2.4.3 Identificacién de la solucién éptima en un nimero finito de iteraciones . . . . . 85

La clase de algoritmos CG/SD: estudio computacional 87
3.1 Imtroduccidn . . . . . . . . L 88
3.1.1 Motivaciones . . . . . . ..o e 89

3.2 Aplicaciones de la clase CG/SD . . . . . . . ... 92
3.2.1 Problemasdeprueba . . . . . . ... 92
3.2.2  Algoritmos CG/SD empleados en la experiencia computacional . . . . . . . .. 95
3.2.3 Detalles de implementaciéon . . . . . . ... ... 99

3.3  Experimentos numéricos . . . . . . . .. ..o i e 100
Bloque 1: estudio de los pardmetros de la clase CG/SD . . . . ... ... ... ... 100
Bloque 2: actualizacién dindmica de nf . . . . . . .. ... .. L L 109
Bloque 3: prolongacién a la frontera relativa . . . . . . . . .. ... . oL 113

Bloque 4: el papel de Xt . . . . . . . . ... 119



4

xi

Bloque 5: comparativa de métodos . . . . . .. .. L Lo oo 119

Calibracion de parametros y estimacién de matrices origen destino en modelos

combinados 125
4.1 Introduccidn . . . . . . . . oL e 126
4.1.1 Losdatosdel TAP-M . . . . . .. . . .. 128
4.2 Sobre la calibraciéon del TAP-M . . . . . . . . . ... 129
4.2.1 El problema de calibraciéon . . . . . . .. ... o 129
4.2.2 Sobre la sobrespecificacién de los pardametros . . . . . .. .. ... ... 130
4.2.3 Un algoritmo heuristico para el problema de calibracién . . . . . .. .. .. .. 132
4.2.4 Algunos resultados computacionales para la fase de estimacién . . . . . . . .. 133

4.3 Un modelo binivel para la estimacién de matrices O-D y calibracién de los parametros 135

4.3.1 Existencia de soluciones para el CDAM . . . . .. ... ... ... .. ..... 137
4.3.2 CDAM frente a la metodologia secuencial: un ejemplo numérico . . . . . . .. 140
4.4 Algoritmos heurfsticos para el CDAM . . . . . . ... .. . L oo 143
4.4.1 Aproximaciones al CDAM(¢) mediante funciones de seleccién . . . . . . . . .. 145

Capacidad y tarifacion de aparcamientos disuasorios: un problema de diseno de

redes 149
5.1 Imtroduccidn . . . . . . . . . ..o 150
5.2 NDP-M: un problema de diseno de redes . . . . . . . .. .. ... L. 152
5.2.1 El modelo de asignaciéon del nivel inferior . . . . ... ... ... . 152
5.2.2 El problema de optimizacién del nivel superior . . . . . .. .. ... ... ... 153
5.2.3 Una formulacién no-estandar del NDP-M . . . . ... ... ... ... ..... 154
5.3  El algoritmo del recocido simulado (SAA) . . . . . .. . ... oL 156
5.4 Experimentos numeéricos . . . . . . . . ... ..o e 159
5.4.1 Experimento I: validacion del SAA . . . . . ... ... ... L. 164
5.4.2 Experimento II: comparaciones entre las formulaciones estdndar y no-estdndar 167
5.4.3 Experimento III: utilizacion del NDP-M . . . . . .. .. ... .. .. ... ... 168
Apéndice I: célculo de T'(y) para el caso de costes de inversién lineales y funciones del tipo
BPR para representar el coste de aparcamiento . . . . . . ... .. oL Lo 171
Diseno de intercambiadores multimodales urbanos 175
6.1 Introduccidn. . . . . . . . . . L 176
6.2 El problema de diseno de intercambiadores multimodales urbanos . . . . . . .. . . .. 178
6.3 Modelo de equilibrio con modos combinados . . . . . . . ... oo 179
6.3.1 Modelizacion de la demanda . . . . . . .. ..o 179
6.3.2 Modelizacion de la oferta . . . . . . . . ... 181
6.3.3 Modelo del nivel inferior . . . . . . . . ... L o 182

6.4 Un modelo de programacién binivel para el diseno de intercambiadores . . . . . . . . . 185



xii

6.5 Algoritmos heuristicos para el problema de disefio de intercambiadores . . . . . . ..
6.5.1 Algoritmos para el LLP . . . . . . ... o
6.5.2  Algoritmos golosos para el BLM’ . . . . . ... ... ... L
6.5.3  Un algoritmo de intercambio para el BLM’ . . . . . ... ... ... ... ...
6.5.4 Un algoritmo de recocido simulado parael BLM’ . . . . .. .. ... .. ....

6.6 Experimentos computacionales . . . . . . .. ... L oo

6.7 Ejemplo de localizacion de intercambiadores . . . . . . . . ... ...

Apéndice I: formulacién de las condiciones de equilibrio mediante programacién matemaética

Conclusiones, aportaciones y futuras lineas de investigacién

7.1 Conclusiones y aportaciones . . . . . . . . . .. ...

7.2 Futuras lineas de investigacion . . . . . . . .. ... oL L oo s
7.2.1 Laclase de algoritmos CG/SD . . . . .. ... ... L o
7.2.2 El desarrollo de modelos matematicos aplicados a problemas de transporte

7.2.3 Resolucion de problemas de programacién matemédtica binivel a gran escala . .

Notacion y acrénimos

Bibliografia

199
199
205
205
207
208

211

221



Indice de Figuras

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7

3.1
3.2
3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

3.8

3.9

3.10

3.11
3.12
3.13

3.14
3.15
3.16

Modelo de demanda del modelo TAP-M . . . . . . . . . . . . . e 37
Duplicaciéon de la red Nguyen-Dupuis . . . . . . . . . o o v v v v v 52
Red de pruebas GaM . . . . . . . . . . . . e e e e e e e e e e e 56
Representacién de un intercambiador mediante un grafo. . . . . . . . ... L. 57
Demanda de aparcamiento frente a la capacidad ofertada de aparcamiento . . . . . . . . . . 59
Demanda de aparcamiento frente tarifas de aparcamiento . . . . . . . . . ... ... 61
Particién modal frente al tiempo de transferencia del intercambiador 12 . . . . . . . . . .. 61
Topologia de los problemas del tipo AUT . . . . . . . . ... 93
Aproximacién monétona y diferenciable de la funcién de mérito . . . . . ... ... 98
Eficiencia del uso del algoritmo RSD en la resolucién de los problemas cuadraticos del método

NSD (tipo Newton): estudio de los pardmetros Ty n . . . . . . . . . . .. .. .. ... 101

Eficiencia del uso del algoritmo RSD en la resolucién de los problemas cuadraticos del método
NSD (tipo GLP): estudio de los pardmetros Ty m . . . . . . . . . . . . . . ... .. ... 101

Tiempo de CPU empleado por los algoritmos GLP(1,7)52' y N(1,7)%! en funcién del pardmetro
nsobre lared NET2b . . . . . . . . L L 102

Tiempo de CPU empleado por RSD(F)5 "¢ para resolver NET1a y AUT1 en funcién de n. . 103

Tiempo de CPU empleado por el algoritmo RSD(¥)5 "¢ aplicado a la red NET2b en funcién
de n.. La inicializacién de los RMP en la fase CGP son los puntos extremos retenidos en el
dltimo RMP del anterior CGP. . . . . . . . . . . . e e e 103

Numero de iteraciones principales y niimero de puntos extremos de los algoritmos CG/SD
frente al pardmetro me . . . . . . L L L L L e 104

Ratio de tiempos de CPU empleados por los algoritmos E77>"e y E%! frente a la precisién

relativa . . . . Lo L e e e 106
Numero de iteraciones principales, nimero de columnas retenidas en el tltimo RMP y niimero

de subproblemas de Evans frente an. . . . . . . . ... .00 107
Tiempo de CPU empleado por los algoritmos RSD y FW1%"¢ frente al pardmetro v . . . . . 108
Interacciones entre el pardmetro r y n, para el algoritmo RSD™ "¢ sobre la red AUT1 . . . 108
Actualizacién dindmica del pardmetro n.. El simbolo * denota que el algoritmo emplea la

actualizacién dindmica . . . . . . . L ... L Lo e e e e e 113
Influencia de la prolongacién de las columnas a la frontera relativa . . . . . . . . .. . . .. 114
Evolucién de la prolongacién a la frontera en funcién del ndmero de iteraciones . . . . . . . 118
Regiones factibles del RMP para los métodos CG/SD . . . . . . . ... ... ... ..... 119

xiii



Xiv

3.17 Evolucién de f(x') y de la cota inferior LB frente al niimero de iteraciones . . . . . . . . . 122
4.1 Red de prueba para el CDAM . . . . . . . . . . . e 141
5.1 Grafo de las redes GaMINDP y NgD2NDP . . . . . . . . . . . . . o v v v v o 160
5.2  Evaluacién del coste de congestion . . . . . . . . ..o oL Lo 165
5.3 Eficacia del SAA frente al algoritmo empleado en la resolucién del TAP-M . . . . . . . . .. 166
5.4 Evolucién del SAA para las dos formulaciones del NDP-M . . . . . . ... ... ...... 168
5.0 El papel del pardmetro 6 . . . . . . . . . .. Lo 169
6.1 Red de transporte publico jerdrquica . . . . . . . . . ... ..o oo oo e 179
6.2 El problema de diseno de intercambiadores multimodales urbanos . . . . . . . . . ... .. 180
6.3 Costes generalizados frente a las variables de disefio . . . . . . . . . .. ... ... ..... 183
6.4 Tlustracién de la generacién de las redes de prueba . . . . . . . . . .. ... ... ... .. 190
6.5 Progreso de los algoritmos . . . . . ... .. Lo 193
6.6 Red de prueba para la localizacién de paradas de metro . . . . . . . . . . . .. .. ... .. 193
6.7 Resultados de la prueba 1 para la localizacién de paradas de metro . . . . . . . . . . .. .. 194
6.8 Resultados de la prueba 2 para la localizacién de paradas de metro . . . . . . . . . . . . .. 195
6.9 Resultados de la prueba 3 para la localizacién de paradas de metro . . . . . . . . . ... .. 195



Indice de Tablas

1.1 Algoritmos CG/SD para el TAP-MVIP . . .. ... ... ... ... .. ........ 47
1.2 Algoritmo de resolucién del problema OP/(s) . . . . ... ... ... .......... 49
1.3 Redes de trafico . . . . . . . . e 52
1.4 Dimensiones de las redes multimodales de prueba . . . . . . .. ... ... ... ... 53
1.5 Pardmetros logit para las redes de prueba . . . . . . .. ..o oo 53
1.6 Resultados experimentales . . . . . . . . .. .. ... o 54
1.7 Pardmetros de los costes en los arcos de lared GaM . . . . .. ... ... ... ... 58

1.8 Demanda de viajeros (expresada en unidades de millar) y tasa de ocupacién vehicular

para cada par O-D . . . . . ... 58
1.9 Solucién numérica de lared GaM . . . . . . ..o 59
1.10 Numero de usuarios de aparcamiento frente a la localizacién . . . . . . . . .. ... .. 60
1.11 Resolucién del CGPVIPsp(€) . . . o o o o oo e 62
1.12 Resolucién del subproblema CGPVIPg(£) . . . . . . . . ... o o 63
2.1 Elalgoritmo CG/SD . . . . . . . . 74
2.2 Definicién del conjunto Xt . . . .. .. 7
3.1 El algoritmo CG/SD generalizado . . . . .. ... ... ... .. .. ... ... 89
3.2 Descripcion de los problemas de prueba, . . . . .. ... L Lo 94
3.3 Precisién requerida, y porcentaje de arcos en sus cotas en la solucién (casi) é6ptima . 95
3.4 Parametros logit para las redes de prueba para el TAP-M . . . . ... ... ... ... 95
3.5 Algoritmos empleadosen el CGP . . . . . . . . . ... 97
3.6 Valores del parametro ~ del algoritmo GLP . . . . . ... ... ... .. ... 99
3.7 Ajuste de la curva fAbsErr; = % para los métodos con y sin prolongacién . . . . . . . 117
3.8 Prolongacion fuera de la regién factible . . . . . . . ... o L 117
3.9 Clasificacion de los algoritmos . . . . . . . . ... L o 120
3.10 Resultado experimentales de los problemas SNFP . . . . .. ... .. ... ... .. ... 122
3.11 Resultados experimentales para los problemas TAP-M . . . . .. .. ... ....... 123
4.1 Algoritmo heuristico para la calibraciéon del TAP-M . . . . ... ... ... ... ... 132
4.2 Base de datos para la fase de estimaciéon . . . . .. .. ..o 134

XV



xvi

4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8

5.1
5.2
5.3
5.4
9.5
5.6
5.7
5.8
5.9

6.1
6.2
6.3
6.4
6.5
6.6

Valores iniciales y éptimo de los parametros . . . . . .. ... oo 134
Fase de estimacién de los pardmetros del TAP-M. Resultados . . . . .. ... ... .. 135
Base de datos para la estimacién-calibracion secuencial del TAP-M . . . . . . . . .. 141
Metodologia secuencial de calibracién-estimacion . . . . . . .. ... .. ... ... 142
Algoritmo heuristico calibracién-estimacion para el CDAM . . . . ... ... ... .. 142
Algoritmo heuristico para la resolucién del CDAM . . . . . . .. ... ... ... ... 143
El algoritmo del recocido simulado aplicado al NDP-M . . . .. ... ... ... .. .. 159
Tamano de las redes de prueba . . . . . . . . . . ... 160
Pardmetros de lared GaMNDP . . . . . . ... o 161
Pardmetros de la red NgD2NDP . . . . . . . .. .. . 162
Parametros de la red NgD2NDP1 . . . . . . . .. . . Lo o 163
Pardmetros empleados por el SAA para los ejemplos de prueba . . . . . ... ... .. 163
Evaluacion “exacta” de las soluciones obtenidas . . . . . .. ... .. ... ... ... 166
Comportamiento computacional de las dos formulaciones del NDP-M . . . . . . . .. 168
Tlustracion del uso del NDP-M sobre la red GaMNDP . . . . . . ... ... ... ... 170
Algoritmo de Gauss-Seidel para el LLP(x) . . . . . . . ... ... ... . ... 187
Algoritmo FGA . . . . . . 187
Algoritmo TA . . . . . . 188
Algoritmo SAA . . . . . e 190
Tamano de los problemas de prueba . . . . . . . .. ... L 0oL 192
Resultados computacionales . . . . . . . . . . . . 192



Resumen

Esta tesis doctoral se centra en el desarrollo de métodos y modelos para la planificacion del trans-
porte urbano. El denominador comtin en los modelos desarrollados, es que recogen explicitamente
el transporte con modos combinados, esto es, viajes donde los usuarios emplean mas de un modo de
transporte.

Un tema central en esta tesis ha sido el desarrollo de los métodos de descomposicion simplicial
que constituyen el estado-del-arte en los modelos de asignacién en equilibrio. Para este objetivo, se
ha elaborado la clase CG/SD, que mejora significativamente los métodos clésicos de descomposicién
simplicial. Esta clase también constituye una generalizacion de los métodos de direcciones factibles
empleados en programacién matematica no lineal.

Los objetivos perseguidos han sido:

(a) Modelizacién del comportamiento de los usuarios de viajes con modos combinados.

b) Resolucién numérica de estos modelos mediante la clase CG/SD.
(c) Calibracién de los datos de entrada de estos modelos.
)

(d) Diseno de redes de transporte con modos combinados.

Los objetivos (a) y (b) son abordados en los capitulos 1,2 y 3 mediante la programacién matemética
de un solo nivel. Los objetivos (c) y (d) son estudiados, mediante la programacién matemadtica
binivel, en los capitulos 4, 5 y 6. Esto confiere dos partes diferenciadas, la primera basada en una
metodologia uninivel para la que se desarrollan algoritmos exactos y la segunda, basada en la progra-
maciéon matematica binivel, en la que, debido a la gran complejidad y dimensiones de los problemas,
se desarrolla una metodologia heuristica para su resolucién.

En el capitulo 1 se desarrolla un modelo de equilibrio en redes con modos combinados. La for-
mulaciéon matematica empleada es la de desigualdades variacionales y se elaboran dos algoritmos de
descomposicién simplicial para su resolucién, que son testados numéricamente en redes simétricas. Se
ilustra este modelo, el TAP-M, para el diseno paramétrico de intercambiadores multimodales urbanos.

La resolucion de la versién simétrica del modelo TAP-M motivé el estudio de los algoritmos de
descomposicién simplicial y origind, junto a las aportaciones de Michael Patriksson, la clase CG/SD.

En el capitulo 2 se establece esta clase de algoritmos para problemas de programacién matemaética
convexa diferenciable, demostrando su convergencia asintética y dando condiciones suficientes, basadas
en la geometria del problema, en condiciones de regularidad de las soluciones y en propiedades del
algoritmo de generacién de columnas, que garantizan la convergencia finita.

El capitulo 3 estd dedicado al estudio numérico de la clase CG/SD, para lo que se emplean dos
problemas test: el TAP-M y el problema convexo, no lineal, separable y uniproducto de flujo en
redes. Se analiza la eficiencia de los métodos CG/SD en funcién de sus pardmetros y del papel de
la prolongacion de las columnas generadas. Se hace una comparativa entre los nuevos métodos que
introduce la clase CG/SD con los métodos cldsicos de descomposicién simplicial y de direcciones
factibles.

El capitulo 4 estd dedicado a la estimacion de los datos necesarios para la aplicabilidad del TAP-
M. Estos son una matriz de viajes origen-destino y un vector de parametros que definen el modelo
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de demanda. Se ha formulado un modelo binivel, denominado CDAM, para la estimacién de estos
valores que permite aprovechar la informacién derivada de mediciones de flujo en la red multimodal,
de matrices desactualizadas y/o de la realizacién de encuestas. Se ha estudiado el problema de
la sobrespecificacion de los pardmetros y se ha desarrollado una clase de algoritmos heuristicos que
transcienden a la mera aplicacién al CDAM.

En el capitulo 5 se aplica el modelo TAP-M al diseno de aparcamientos disuasorios en los que
los usuarios aparcan su coche y completan su viaje en transporte publico. Se ha formulado un
modelo binivel, denominado NDP-M, para la determinacién de las tarifas y capacidades de estos
aparcamientos. Se ha aplicado la técnica del recocido simulado para la resolucién de este problema
de diseno de redes continuo, realizando un estudio numérico de las caracteristicas de este algoritmo y
una ilustracién del uso del NDP-M.

El capitulo 6 lo hemos dedicado al estudio del problema de diseno de intercambiadores multimodales
urbanos en un contexto de planificacién estratégica, donde se desea determinar su localizacion, su ali-
mentaciéon mediante una red secundaria y el diseno de sus aparcamientos disuasorios. Se han aplicado
las técnicas heuristicas de los algoritmos golosos, del recocido simulado y técnicas de intercambio para
resolver este problema.

La tesis doctoral se completa con otros dos capitulos, uno dedicado a introducir el campo de estudio
v el otro a recoger las conclusiones y futuras lineas de investigacion.

Palabras claves:

Programacién convexa diferenciable, desigualdades variacionales, programacién matematica bini-
vel, descomposicién simplicial, generacién de columnas, convergencia finita, algoritmos heuristicos,
modelos de equilibrio en redes multimodales con modos combinados, problemas de disenio de redes,
estimacién de matrices O-D, calibracién de pardametros.



Abstract

The topic of the thesis is the development of methods and models in order to plan and design the
urban transport networks. These models take into account the combined trips, that is, trips where
the users choose two or more modes of transportation.

One important task has been the development of the State-of-Art methodology used to solve the
traffic equilibrium assignment models, the so called simplicial decomposition method. For this aim,
the CG/SD method has been defined, which improve significantly the efficiency of the classic simplicial
decomposition. The new CG/SD method class may be used to improve the descent feasible methods
used on the context of nonlinear programming.

The objectives have been the following:

Modeling of the user’s behavior of combined trips.

(a)

(b) Solving numerically these models by means of CG/SD methods.

(c) Estimation of their input parameters.
)

(d) Applications to transport network design problems.

The Thesis objectives (a) and (b) have been dealt in chapters 1,2 and 3 by means of the mathe-
matical programming with only one level of decision. The objectives (¢) and (d) are studied using the
bilevel mathematical programming (BP) in chapters 4, 5 and 6. In the first part, the developed algo-
rithms are exact. In the second part, due to the complexity and large scale problems, the algorithms
are heuristic.

In Chapter 1, a traffic assignment equilibrium model with combined modes has been developed.
The variational inequalities have been used for the mathematical formulation of this problem. Two
simplicial decomposition methods have been developed to solve it and they have been computationally
tested on symmetric networks. The applications of this model, named as TAP-M, is illustrated in the
parametric design of urban multi modal interchange problems.

The study of the simplicial decomposition/column generation algorithms is motivated to be able
to solve the TAP-M (symmetric case) efficiently, and by the contributions of Michael Patriksson in
the CG/SD class.

The asymptotic convergence of the CG/SD class for the differentiable convex programming pro-
blems is proved in Chapter 2. The finite convergence is established under conditions based on the
geometry of the problems, regularity conditions, and the properties of the generation column algo-
rithm.

Chapter 3 deals with the numerical study of the CG/SD algorithms, which are realized on two
test models: the TAP-M and the (uni-commodity) convex cost network flow problem with separable
cost function. The parameters of the CG/SD algorithms and the prolongation of the columns to the
relative frontier are analyzed to improve the efficiency of these methods. A computational comparative
is effected among the classic simplicial decomposition, feasible descent direction methods and the new
algorithms that are introduced by the CG/SD class. This comparative proves that the performance
of CG/SD methods is significantly better than the classical methods.
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Chapter 4 deals with the estimation of TAP-M inputs. That consists of an origin-destination
matrix and a vector of parameters. This problem has been formulated using the bilevel mathematical
programming, which is denoted as CDAM. The CDAM uses all available information about link counts
on multi modal network, out of date matrices, and/or output of surveys. The over specification of
the parameters has been studied. A class of heuristic algorithms has been developed to solve CDAM.
The applicability of those is more general than solving the CDAM.

TAP-M is used in Chapter 5 in the design of the parking lots where the users can complete their
journeys using one or more transit lines. This problem has been also formulated using the bilevel
mathematical programming, which model is denoted as NDP-M. The NDP-M computes the optimal
policy of parking fares and capacity. The simulated annealing technique has been used to solve this
continuous network design problem. A numerical study of this method has been implemented. The
use of the NDP-M is illustrated on an example.

Chapter 6 deals with the design of urban multi modal interchanges at the strategical planning.
At this planning level the localization of the interchanges, the design of a secondary network to feed
the interchanges and the design of facilities of parking are decided. The greedy, k-interchanges and
simulated annealing algorithms have been used in order to solve the discrete bilevel model.

The thesis is completed with two additional chapters: an introductory chapter and one of conclu-
sions and future research.

Key words:

Differentiable convex programming, variational inequalities, bilevel mathematical programming,
simplicial decomposition, column generation, finite convergence, heuristic algorithms, traffic assign-
ment equilibrium models with combined modes, network design problems, O-D matrix adjustment,
calibration of parameters.



Introduccion y sumario

En este capitulo introducimos los principales temas sobre los que trata esta tesis doctoral, que son
la programacion matemadtica, los modelos de asignacién en equilibrio y la planificacién del transporte
urbano. El capitulo recoge el sumario de los trabajos de investigacién que forman el cuerpo de la tesis
doctoral.

1 Modelos y métodos en optimizacion de redes no lineales

1.1 El problema de optimizacion

Un problema de optimizacién viene caracterizado por tres elementos: las variables del problema que
definen el conjunto de decisiones, la funcion objetivo que evaliia el coste o el beneficio de la decision
y el conjunto de soluciones que determina las decisiones validas que pueden llevarse a cabo. Mas
formalmente, sea f : S — R una funcién, X un subconjunto de S que se denomina conjunto factible
de soluciones, entonces el problema de optimizacién (versién minimizacién) se formula

minimizar f(x)

sujetoa x € X.

La formulaciéon anterior es demasiado general para que su estudio conduzca a métodos sastisfac-
torios de resolucion, ya que S puede ser un conjunto cualquiera y por tanto esta formulacion recoge
la situacién donde S es un espacio de dimensién infinita (por ejemplo un espacio de funciones). Este
caso se denomina optimizacién de funcionales y la funcién f recibe (usualmente) el nombre de funcién
de energia.

La forma de abordar el problema anterior es analizar situaciones particulares. Se van a exigir
tanto a f como a X propiedades que sean suficientemente generales para poder ser utilizados en las
aplicaciones en estudio, y lo suficientemente fuertes para obtener resultados de interés. La hipdtesis
mas débil que suele exigirse a X es que sea un conjunto cerrado. En los modelos que estudiaremos
asumiremos que el conjunto X es convexo, incluso en la mayoria de los casos tendremos propiedades
aiun més fuertes como la de ser un conjunto poliédrico (definido mediante restricciones lineales). Las
condiciones para f son de dos tipos. Por un lado se exigen ciertas condiciones de regularidad local
para poder caracterizar los extremos (minimos) locales del problema y por otro, se exigen propiedades
acerca del comportamiento global de la funcién, de modo que permitan garantizar que tales extremos
locales son también extremos globales.

Para el primer grupo de hipétesis, las propiedades méas empleadas son la F(réchet) - diferenciabi-
lidad, la teorfa de los subdiferenciales (subgradientes) (Rockafellar [204]) para funciones convexas y
la teoria de los gradientes generalizados para funciones localmente lipschitzianas (Clarke [52]). Las
propiedades globales méds empleadas son la converidad o una generalizacién de este concepto (bajo
la hip6tesis de F-diferenciabilidad) denominado pseudoconveridad (Bazaraa y otros [12]). El interés
se centra, en este trabajo, en los problemas de optimizacion convezra diferenciable. Mas formalmente,
nosotros abordaremos el problema
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minimizar f(x)
. [CDP(f, X)]
sujetoa x € X,

donde la funcién f : R — R es continuamente diferenciable, pseudoconvexa (por ejemplo cuando es
convexa) y el conjunto X es un subconjunto convexo de ™. Las soluciones a este problema vienen
caracterizada por el teorema siguiente

TEOREMA 1.1 (Condiciones de optimalidad de CDP(f, X) ). El punto x* € X es una solucién dptima
de CDP(f,X) si y sélo si cumple

VixHT(x—x*) >0, VxeX. (1)

donde Vf es el gradiente de la funcidn f. (Ver, por ejemplo, el teorema 8.3.4 de Bazaraa y otros

[12])

Las condiciones anteriores pueden ser reformuladas cuando el conjunto X esté definido explicitamente
por X ={xeR":¢g(x) <0,ie€Tyhj(x)=0,j€ J} Supongamos que las funciones g; con
¢ € 7 son funciones convexas y que todas son diferenciables en R™ y que las funciones h; con j € J
son funciones afines . La condicién de optimalidad (1) es equivalente (asumiendo alguna cualificacién
de las restricciones) a las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker. Un punto x* es una solucién éptima
para el CDP(f, X) si y sélo si el sistema de ecuaciones

Vix")+ Z,ungi(x*) + Z A Vhi(x*) =0,
1€l JjeET

gi(x\p; =0, €T,

9:(x*) <0, i€l

hj(x*) =0, jeJ,

i >0, i€l

tiene solucion.

Métodos de optimizacion

El objetivo de hacer algoritmos eficientes para problemas reales (de gran tamano y de estructura
compleja) ha hecho que éstos sean altamente especializados y focalizados al problema que tratan de
resolver. Es por ese motivo por lo que pensar en desarrollar algoritmos que sean eficientes para todos
los problemas de programacion matematica convexa diferenciable es inviable. Esto ha conducido a los
investigadores a reducir la clase de aplicaciones a abordar con los algoritmos desarrollados.

Una primera reduccién considera exclusivamente problemas convexos con restricciones lineales,
pero aun asi esta clase sigue siendo demasiado extensa. Una segunda reduccién supone que este
conjunto de restricciones lineales tiene estructura de red, lo que seria un de problema de flujos en
redes. Una buena monografia sobre el tema es la dada por Bertsekas [20]. La reduccién de la clase de
problemas es todavia mayor en la literatura cientifica, y muchos de estos algoritmos estdn disenados
para resolver una aplicacion concreta. Es por esto por lo que en este trabajo abordamos los modelos de
redes en equilibrio para la asignacion de trafico. Estos modelos son formulados mediante un problema
de programacién convexa diferenciable no lineal sujeto a restricciones de red (un problema de flujos
en redes multiproducto). Pese al esfuerzo en su acotacién, el campo de estudio es atin demasiado
extenso. Prueba de ello son las méas de mil referencias bibliogréaficas sobre el problema de asignacion
de trdfico recogidas en Patriksson [196].

Patriksson [196] elabora una taxonomia de los algoritmos desarrollados para este problema de
acuerdo a la combinacién de tres principios algoritmicos:
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1. Algoritmos de linealizacién parcial (Patriksson [193, 194, 195]).

Es una clase de algoritmos de direcciones factibles de descenso que obtiene la direccién de
bisqueda resolviendo un problema auxiliar convexo y diferenciable, definido por una aproxi-
macién a la funcién objetivo original. Mas formalmente, consideran una funcién ¢ : X x X — R,
donde ¢(x,y) es convexa y continuamente diferenciable en la variable x y continua respecto la
variable y en el conjunto X. La funcién original se puede expresar

f(X) = ¢(Xa Y> + [f(X) - ¢(X7 Y)] :

El segundo término es el error obtenido al reemplazar la funcién objetivo f(x) por la aproxima-
cién ¢(x,y) en el punto y. Los métodos de linealizacién parcial consideran una aproximacién
lineal de dicho error, lo que conduce a la aproximacion de la funcién objetivo

Fx)=o(x,y) + f(y) = 6(v,y) + [VF(y) = Vxb(y,¥)]" (x—y).
El subproblema para obtener la direccién de bisqueda en el punto y es

minimizar  f(x)

sujetoa x € X,

y la direccién (de descenso) es entonces definida por d = X —y, donde X es una solicion 6ptima
del problema anterior de optimizaciéon. El procedimiento se completa efectuando una busqueda
unidimensional en la direccién d.

2. Métodos de generacién de columnas (variables)

Esta clase de métodos resuelve iterativamente dos problemas de optimizacién. El primero,
denominado problema maestro restringido (RMP), es una aproximacién al problema original
construida mediante la sustitucién de la regién factible original por un subconjunto compacto
(aprozimacion interior). Esta aproximacién interior es mejorada mediante la generacién de una
nueva columna en la regién factible, a través de la solucién de otra aproximacién al proble-
ma original, donde la funcién objetivo es aproximada. Esta fase es denominada problema de
generacion de la columna (CGP).

3. Algoritmos de descomposicién.

El conjunto factible del problema de asignacion de tréafico tiene estructura de producto carte-
siano. Esta estructura se aprovecha para transformar los subproblemas, que aparecen en los
métodos de generacién de columnas o de linealizacién parcial, en una secuencia de problemas
de menor dimensién. Estos pueden ser resueltos secuencialmente o mediante técnicas de com-
putacién paralela.

El algoritmo més conocido y aplicado es el de Frank-Wolfe [88]. Este algoritmo es un ejemplo
de algoritmo de linealizacién parcial donde el subproblema de busqueda de direcciones es obtenido
eligiendo ¢(x,y) = 0. Este es un problema lineal, conocido con el nombre de problema de caminos
minimos y puede ser resuelto eficientemente. En este subproblema se aprovecha la estructura de
producto cartesiano para separar el calculo de los caminos de coste minimo por pares de origen-
destino, por un origen-todos los destinos, etc.

El algoritmo de Frank-Wolfe la base de numerosos programas de ordenador empleados en las
aplicaciones, por ejemplo TRAFFIC de Nguyen y James [180]. Quizds la primera implementacién
convergente del algoritmo de Frank-Wolfe, en aplicaciones de transporte, sea debida a Eash y otros
[70] quienes la desarrollaron para el estudio del drea de Chicago ([42]). Una versién no convergente
fue realizada en el proyecto UTPS (Urban Transportation Planning System) [230] debido a que se
empleaba una aproximacién al problema de bisquda lineal y se aplicé en 1978 al drea de los Angeles.

Se han sugerido numerosas mejoras del algoritmo de Frank-Wolfe como son las bisqueda lineales
de Wolfe [238], la implementacién de las tangentes paralelas PARTAN (LeBlanc y otros [146], las
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busquedas lineales inexactas de Marin [164]) o la modificacién de la longitud de paso de Weintraub y
otros [235].

Otros ejemplos de algoritmos de linealizacién parcial son los algoritmos de tipo Newton donde la
funcién ¢ es ¢(x,y) = 1/2(x—y)B(y)(x—y), siendo B(y) una aproximacién a la matriz Hessiana de
f eny. Ciertas elecciones de B(y) conducen a los denominados algoritmos de punto prézimo (Rocka-
fellar [205]), proyeccidn del gradiente (Polyak [201]) o Newton restringido (Polyak [201]). Dembo y
Tulowitzki [65] aplican un método truncado de Newton, donde los subproblemas cuadréticos son re-
sueltos aproximadamente mediante el algoritmo de Frank-Wolfe o su versiéon PARTAN. Este algoritmo
llega a reducir el tiempo de computacién hasta en un 60% comparado con el algoritmo Frank-Wolfe o
su version PARTAN.

Los algoritmos de tipo Jacobi / Gauss-Seidel son ejemplos de algoritmos de descomposicién, éstos
consideran la estructura de producto cartesiano de la regién factible, es decir, X = [];c, Xi donde
X; es una copia de la red y hay tantas como productos distintos sean considerados. Cada X; estéd
asociado a los flujos en un producto. El problema original no es separable por productos debido a que
la funcién objetivo no lo es.

Los métodos tipo Jacobi descomponen el problema original en tantos subproblemas (independien-
tes) como nimero de productos sean transportados por la red. El i—ésimo subproblema se obtiene
fijando todas las variables exceptuando la asociada al factor X;, y entonces se resuelve dicho problema
en la regién de factibilidadad X;. Las soluciones de todos los subproblemas conducen a un nuevo
punto donde reiniciar el proceso.

Los métodos de tipo Gauss/Seidel operan como los métodos de Jacobi pero en lugar de descom-
poner el problema original simultdneamente por productos lo hacen iterativamente producto por pro-
ducto. Algunas aplicaciones de estos métodos al problema de asignacién de trafico vienen recogidas
en Dafermos [57, 58], Dafermos y Sparrow [61], Petersen [200], Serra y Weintraub [209]

El algoritmo ma conocido de generacién de columnas en optimizacion no lineal es la descomposicion
simplicial (SD). La forma clésica de este método fue descrita por Holloway [128] y Von Hohenbalken
[127] que la aplicaron a problemas restringidos linealmente. En este algoritmo los CGP son obtenidos
linealizando la funcién objetivo, lo que conduce a problemas lineales. La region factible del RMP esté
definida como la envoltura convexa de un subconjunto de los puntos extremos generados anteriormente
(columnas). Este método constituye una extensién del algoritmo de Frank-Wolfe.

Hearn y otros [123, 125] introducen un pardmetro r en el algoritmo SD para limitar el ntimero de
puntos extremos retenidos en el RMP. Este método modifica las reglas de eliminacién de columnas
del SD para limitar a 7 el nimero maximo de puntos extremos retenidos en el RMP. Este algoritmo
se denomina descomposicion simplicial restringida (RSD).

Marin [167] especializa el RSD para problemas con restricciones laterales. En este algoritmo el
problema maestro se obtiene como la interseccién de un simplice con el conjunto definido por las
restricciones laterales. El subproblema lineal es modificado para que la funcién objetivo recoja una
estimacién de los multiplicadores de Lagrange de las restricciones laterales.

Larsson y Patriksson [140] desarrollan la denominada descomposicidn simplicial desagregada (DSD)
para problemas restringidos linealmente con estructura de producto cartesiano, la diferencia respecto
al SD esta en la formulaciéon del RMP. En este método la envoltura convexa se toma producto a
producto, obteniendo la region factible como un producto cartesiano de simplices.

Larsson y otros [154, 141] introducen la denominada descomposicion simplicial no lineal (NSD).
El método NSD se obtiene reemplazando del RSD el problema lineal en el CGP por uno no lineal y
convexo. La introduccién de este tipo de problemas (no lineales) hace que las soluciones ya no sean
(necesariamente) puntos extremos y por tanto no estén situadas en la frontera de X. Es por esto que
estos autores prolongan las columnas generadas a la frontera (relativa).

La descomposicén simplicial también ha sido aplicada a problemas con restricciones no lineales.
Ventura y Hearn [232] extienden el RSD a problemas con resticciones covexas (RSDCC). El CGP es
transformado a lineal mediante la linealizacion de las restricciones, tal y como lo hace el esquema de
Topkis-Veinott [228]. Por otro lado la NSD de Larsson y otros [154, 141] es aplicada directamente
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a un problema cuyo conjunto factible es convexo. Una combinacién de la programacion cuadrdtica
secuencial (ver Bazaraa y otros [12]) y el NSD es desarrollado en Patriksson [197]. En este algoritmo
el subproblema del CGP se obtiene linealizando las restricciones no lineales y teniendo en cuenta en
la funcién objetivo la curvatura de estas restricciones.

Esta clase de métodos también ha sido extendida a problemas convexos no diferenciables Larsson
y otros [139, 142].

La realizacién de pruebas numéricas con los anteriores algoritmos para problemas de trafico ha sido
descrita en varios trabajos. Posiblemente sean los trabajos de Montero [173], Montero y Barceld [174]
los que analizan méas exhaustivamente las diversas posibilidades de implementacién de los anteriores
métodos.

1.2 Modelos de desigualdades variacionales

En esta seccién introducimos los modelos de desigualdades variacionales que nos permiten abordar
situaciones mas generales que las posibilitadas por la programacién convexa diferenciable. Formal-
mente este problema se plantea del siguiente modo. Se considera un conjunto cerrado y convexo
X C R y una funciéon F : X — R" continua en X. El problema de desigualdades variacionales
consiste en encontrar un x* € X cumpliendo

[VIP(F, X)|
F(x")'(x—x*)>0, ¥xeX

Este problema también es conocido con los nombres de ecuacion generalizada o de problema de punto
estacionario.

Han sido caracterizados varios conjuntos de hipdtesis que garantizan la existencia de soluciones
a este problema. Por ejemplo bajo la suposicién de que X es un conjunto compacto (Hartman y
Stampacchia [120], Brézis [32]) o bajo la hipétesis de que la aplicacién F es coercitiva (Hartman y
Stampacchia [120], Moré [175]).

Si la aplicacién F es fuertemente mondtona entonces el problema tiene solucién (Stampacchia
[222]), si ademds F es pseudomondtona entonces el conjunto de soluciones, SOL(F, X)), es un conjunto
convexo, y bajo la cualificacion de restricciones de Slater o la hipéteis de coercitividad de F el conjunto
de soluciones estd acotado. Se pude demostrar la unicidad de la solucién bajo la hipétesis de que es
estrictamente mondtona (Stampacchia [222]).

Las condiciones de optimalidad (1) muestran que el problema CDP(f, X) puede ser formulado
como un problema de desigualdades variacionales VIP(V f, X). Cabria plantearse estudiar el camino
inverso, es decir, deteminar bajo qué condiciones la funcién F es un gradiente, esto es, F = V f. Una
condicién suficiente (teorema 4.1.6 Ortega y Rheinboldt [188]) es la siguiente:

TEOREMA 1.2 (Condicién suficiente para que F = Vf). Sea F : X — R" de clase C* sobre un conjunto
convexo y abierto Xg C X. Entonces F es el gradiente de una aplicacion en Xy si y sdlo si VF(x) es

simétrica para todo x € Xg.

Bajo la condicién de simetria, la integral definida por
1 n
£ = [ S0P (e st =) (@ ) @
j=1

donde X es un elemento arbitrario de Xy, es independiente del camino elegido, y de acuerdo al teorema
de Green, la funcién F es integrable. En este caso el problema VIP(F, X) puede ser planteado como
un programa matematico cuya funcién objetivo es f. El siguiente teorema muestra las relaciones entre
F =Vf yla funcién f.

TEOREMA 1.3 (Relaciones entre la monotonia de f y de F). Sea F =V f. Entonces se cumple:
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1. F es mondtona en X < f es conveza en X.
2. F es estrictamente mondtona en X < f es estrictamente convera en X.

3. F es fuertemente mondtona en X < f es fuertemente convexa en X.

Las demostraciones de estas relaciones se pueden consultar en Ortega y Rheinboldt [188].

Métodos de resolucién del problema de desigualdades variacionales

Los problemas de desigualdades variacionales estdn intimamente relacionados con los problemas de op-
timizacién. Tanto es as{ que Patriksson [197] elabora una teorfa unificada para estudiar los algoritmos
y su convergencia de ambos tipos de problemas.

Los tres principios usados en la elaboracion de algoritmos para los modelos de optimizacién son
también empleados en los problemas de desigualdades variacionales. La clase de linealizacién parcial
es extendida a la llamada clase de aprozimacidn de costes Patriksson [195]. Estos algoritmos constan
de dos fases

(a) Dado un punto del dominio, se construye un nuevo problema de desigualdades variacionales
reemplazando la aplicacién de costes F mediante una aproximacién monétona, la solucién (trun-
cada) a este problema define la direccién factible de biisqueda. Mds formalmente, se considera
la reescritura de F(-) = ®(-) + [F(:) — ®(-)] donde ® es una aproximacién mondtona de F, la
funcién de costes del subproblema de desigualdades variacionales se obtiene fijando el segundo
término al valor x, esto es F(y) = ®(y)+F(x) — ®(x). El subproblema para obtener la direccién
de busqueda consiste en encontrar un y* € X cumpliendo

Fy) (y —y*) = [®(y) + F(x) - ®(x)]"(y —y*) >0, ¥VyeX  [VIP(F.X)

(b) La segunda fase es equivalente a la busqueda unidimensional de los algoritmos de linealizacién
parcial, para ello se reformula el problema de desigualdades variacionales mediante un problema
de optimizacién a través de las llamadas funciones de salto. Esta técnica es aplicable incluso en
el caso de que el Jacobiano de la funcién de costes no sea simétrico.

Una funcién ¢ : X — R U {—00, 400} es una funcién de salto si cumple que 9 estd restringida
en signo y ¥ (x*) = 0 si y sélo si x* es una solucién a la desigualdad variacional VIP(F, X).
Estas funciones dan una medida del incumplimiento del problema VIP(F, X) en cada punto de
x € X.

El siguiente problema de optimizacién (suponiendo que 9 es no negativa sobre X)

minimizar ¥(x)

sujetoa x € X,

es equivalente al problema VIP(F, X). Esta equivalencia hace que la biisqueda unidimensional
sea realizada sobre las funciones ¥ que juegan el papel de las llamadas funciones de mérito. La
longitud del paso es elegida de modo que 1 sea reducida suficientemente.

Los algoritmos de linealizacion (ver Pang y Chan [191]) son ejemplos de la clase de algoritmos de
aproximacién de costes. Estos algoritmos son obtenidos eligiendo como aproximacién de F la fuuncién
O(-) = A(x)(- —x), donde A(x) es una matriz semidefinida positiva en "*", esta eleccién conduce a
la aplicacién de costes afin F(y) = F(x) + A(x)(y —x). En el contexto de asignacién de tréfico se han
hecho varias elecciones de la matriz A (x), el caso A(x) = %G es conocido con el nombre de método de
proyeccidn y ha sido aplicado en Dafermos [59], Fisk y Nguyen [76], Harker [119]. En el caso de que la
matriz A sea simétrica el suproblema variacional afin es equivalente (en el contexto de asignacién de
trafico) a un problema cuadratico de flujos en redes multiproducto. Esto ha conducido a elegir como
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A(x) varias aproximaciones simétricas de la matriz Jacobiana de F, esto es A(x) ~ VF(x), son los
llamados métodos quasi-Newton, por ejemplo A(x) = 1/2(VF(x) + VF(x)T) o A(x) = D(x) donde
D(x) es la diagonal de la matrix Jacobiana. Este dltimo método se conoce con el nombre de algoritmo
de Jacobi linealizado. Algunos ejemplos de estos métodos aplicados al problema del asignaciéon de
trafico se dan en Dafermos [58], Fisk y Nguyen [76].

La clase de métodos tipo Jacobi/Gauss-Seidel también han sido empleados para los problemas de
desigualdades variacionales y se conocen como métodos de diagonalizacion o relajacion, los cuales
consisten en considerar aproximaciones de la funcién de coste cuya matriz Jacobiana sea diagonal y
por tanto relajar las interacciones entre las variables del problema de esta manera, la desigualdad
variacional es equivalente a un problema de optimizacién (ver el teorema 1.2) o a una secuencia de
éstos que pueden ser resueltos con algoritmos de optimizacion.

Ejemplos de métodos tipo Jacobi aplicados al problema de asignaciéon de trafico son analizados
en Abdulaal y LeBlanc [4], Sheffi [210], Harker [119], Mahmassani y Mouskos [156]. Sheffi [210]
recomienda emplear una unica iteraciéon del método de Frank-Wolfe para resolver el subproblema de
optimizacién y Mahmassani y Mouskos [156] emplean cuatro iteraciones en cada subproblema.

Los métodos de generacién de columnas también han sido aplicados a problemas de desigual-
dades variacionales donde X es un conjunto poliedral. Lawphongpanich y Hearn [144] extiende la
descomposicién simplicial restringida al problema VIP (F, X). El RMP es formulado mediante una
desigualdad variacional consistente en resolver la funcién de coste original definida sobre la envoltura
convexa de los puntos extremos previamente generados. En el contexto de desigualdades variacionales
se debe tener mayor cuidado para definir las reglas de eliminacién de columnas, debido a que puede
producirse el ciclaje y perder la convergencia. Hammond [115], Magnanti [155] dan contra-ejemplos a
la convergencia de la descomposicién simplicial restringida. Smith [214], Pang y Yu [192] mantienen
en el problema maestro todos los puntos extremos generados anteriormente, mientras que Lawphong-
panich y Hearn [144] eliminan columnas cuando se obtiene un suficiente descenso de una funcién de
mérito. Un andlisis general de la convergencia bajo reglas generales de eliminaciéon de columnas y
descenso en funciones de mérito es analizado en Patriksson [197].

Los métodos linealizados de Jacobi, en combinacién con descomposicién simplicial/ generacién de
columnas son considerados en Pang y Yu [192], Bertsekas y Gafni [21], Lawphongpanich y Hearn [144].
Algoritmos tipo Newton, en combinacién con descomposicién simplicial/generacién de columnas, son
presentados en Aashtiani [1], Aashtiani y Magananti [2], Lawphongpanich y Hearn [144], Hearn y
otros [124]. Una revisién de estos métodos es analizada en Patriksson [197].

1.3 Programacién matemadtica con restricciones de equilibrio (MPEC)

Un programa matemético con restricciones de equilibrio (MPEC) es un modelo de optimizacién en
el que cierto conjunto de restricciones estan definidas mediante una desigualdad variacional. En
este problema se distinguen dos problema anidados: el de optimizacién, que recibe el nombre de
problema exterior o problema del nivel superior, y el problema de la desigualdad variacional, que se le
denomina problema interior o problema del nivel inferior. El término de restricciones de equilibrio
hace referencia a que la desigualdad variacional modeliza ciertos equilibrios que aparecen en problemas
de economia e ingenieria.

Este modelo considera dos conjuntos de variables, que denotaremos x € R" e y € R™. Las
variables x parametrizan una desigualdad variacional cuya solucién define los valores de la variable
y. Las variables x reciben el nombre variables del nivel superior y las variables y el de variables del
nivel inferior.

El MPEC puede ser formulado del siguiente modo. Se consideran dos funciones f : %7 — R
y F: R — R™ un conjunto cerrado y convexo Z C R™*™ y una aplicacién punto-conjunto
Q: RV R™ cuyas imdgenes son conjuntos cerrados y convexos, es decir, para cada valor x € R”,
Q(x), es un subconjunto cerrado y convexo de R™. La funcién f es la funcidn objetivo del problema
de optimizacién; F es la funcion de costes (equilibrio) de la desigualdad variacional, Z es la regién
factible del problema de optimizacién para el par (x,y) y el conjunto Q(x) define la regién factible
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para el problema de la desigualdad variacional.

El problema MPEC se formula por

minimizar f(x,y)

sujeto a  (x,y) € Z, [MPEC]
y € 8(x),

donde S(x) es el conjunto de soluciones de la desigualdad variacional definida por el par (F(x, -), (x)),
es decir, el vector y pertenece al conjunto S(x) si y sélo si y es un elemento de ©(x) que cumple la
desigualdad

F(x,y)T(v—y) >0, VveQx) [VIP(F(x, ), Q(x))]

La formulacion de MPEC recoge numerosos casos particulares de interés. Uno especialmente
importante y que puede ser considerado como la formulacién predecesora del MPEC, aparece cuando
F(x,-) es el gradiente respecto a la variable y de cierta funcién  : R*+™ — R de clase O, es decir,
F(x,y) = Vy0(x,y) donde Vy denota la derivada parcial con respecto a la variable y. En este caso
las soluciones de la desigualdad variacional VIP(F(x,-),(x)) coinciden con los puntos estacionarios
del siguiente problema de optimizacién

X mizar 6(:(’ ) ) IAIJI (X)
Sueth :’ ESZ( )

Cuando en la formulacién del MPEC la restriccién y € S(x) es reemplazada por
y € arg minimizar{f(x,y) : y € Q(x)},

donde “arg minimizar” denota el conjunto de soluciones del problema de optimizacién, entonces el
problema MPEC recibe el nombre de problema de optimizacion binivel, LLP(x) se denomina proble-
ma del nivel inferior y miny yyez f(X,y) se denomina problema del nivel superior. E1 MPEC recibe
también el nombre de problema binivel generalizado.

Notar que cuando el conjunto €2(x) es convexo se obtiene
arg minimizar{0(x,y) : y € Q(x)} C S(x).

La igualdad se cumple cuando la funcién 6(x, -) es una funcién convexa en el segundo argumento, por
el teorema 1.1.

La programacién matematica binivel es un caso particular de la programacion matemaética jerar-
quizada que considera varios niveles de decisién (posiblemente méas de dos). Un ejemplo importante
en la toma de decisiones en dos niveles es el llamado juego de Stackelberg (Stackelberg [221], Baar y
Olsder [9]). Este juego ha sido estudiado intensivamente por economistas y han encontrado amplias
aplicaciones como el analisis de mercados oligopolisticos (Okuguchi [186], Sherali y otros [211]), disefio
de nuevos productos (Choi y otros [51]), tarifacién de la transmisién de la energia eléctrica (Hobbs y
Kelly [126]), etc.

En el juego de Stackelberg existe un jugador especial, denominado lider que puede conocer las
(re)acciones del resto de los jugadores a su estrategia, el resto de judadores se denominan seguidores.
El lider puede elegir su estrategia dentro de un conjunto X C ", mientras que cada seguidor (su-
pongamos el i) puede elegir una del conjunto de estrategias Y;(x) C R™i, suponiendo que el lider ha
elegido la estrategia x. Este conjunto se asume que es cerrado y convexo. La funcién de coste para el
jugador 7 es 0;(x, ) : HJM:1 X, — R, donde M es el nimero de seguidores. Notar que cada estrategia
de un seguidor depende de la estrategia x del lider, ademas su coste depende tanto de las estrategias
de los otros seguidores como de la del lider.
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Supongamos que para cualquier vector X € X e y»;, = (¥, : j # ) la funcién
ei ()A(7 yi, y;ﬁz) (3)

es convexa y continuamente diferenciable en la variable y; € Y;(%X). Los seguidores elegirdn para cada
x € X una reaccién conjunta

M
y =) e [[ Vi),
i=1
de modo que para todo i =1,... , M se cumple
y; € arg minimizar{0;(x,y:,y%;) : yi € Yi(x)}. (4)

Por la convexiad de las funciones de cada jugador del juego (3) y de los conjuntos Y;(x) tendremos,
por el teorema 1.1, que y* cumple (4) para todo valor de i = 1,... , M siy sé6lo si y* es solucién de
la desigualdad variacional VIP(F(x,-),(x)) donde F(x,y) = (Fi(x,y))¥, siendo

M
Fi(x,y) =Vy,bi(x,y), i=1,..., M y Q(x):HYi(x).
i=1

Dada la funcién f : R**? +— R de coste del lider, donde p = Zf\il m;, que depende tanto de su
propia estrategia como de la de los seguidores, el lider elegird su estrategia de modo que minimice su
coste. Esto conduce a la siguiente formulacién del juego de Stackelberg

minimizar  f(x,y)

sujetoa  x € X, (5)
y € soluciones de VIP(F(x,-), Q(x)).

En esta seccién se ha puesto de manifiesto como el MPEC puede modelizar los juegos de Stackelberg
que aparecen en la planificacién del transporte urbano.

Complejidad del MPEC y algoritmos de resolucién

El MPEC es extremadamente dificil de resolver. Este hecho se deriva de la complejidad de su conjunto
factible, que denotamos por F, pudiendo ser debida a diversas causas:

o No convexidad de F. La region factible puede dejar de ser convexa, aunque todas las funciones
y conjuntos que intervengan en su definicién lo sean.

o No es un conjunto cerrado. El conjunto factible puede ser incluso no cerrado. Esta propiedad
puede hacer peligrar hasta la existencia de soluciones.

o Naturaleza multievaluada de la funcién S(x). En muchas aplicaciones S(x) es un conjunto que
contiene mas de un elemento para cada x.

¢ No diferenciabilidad de S(x). La situacién més favorable es que la aplicacién multievaluada S(x)
defina una aplicacién (tenga un tinico elemento cada conjunto), en este caso dicha funcién puede
ser no diferenciable.

¢ Pérdida de la propiedad de conexidad. La regién factible puede ser la unién de varios conjuntos
disjuntos. Esta propiedad le confiere una naturaleza combinatoria, con restricciones disyuntivas,
que son de gran complejidad computacional, incluso en problemas lineales.

Se podria pensar que estas patologias estan presentes exclusivamente en situaciones excepcionales,
v que la exigencia de ciertas propiedades sobre las funciones y conjuntos que definen el MPEC podrian
evitarlas. Pero lo cierto es que en el caso menos exigente de programacion lineal binivel, donde todas las
funciones son indefinidamente diferenciables y convexas, y todos los conjuntos son poliedros, aparecen
todas las anteriores patologias. Ademads, Jeroslow [133], Hansen y otros [118] han demostrado que el
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problema lineal binivel pertenece a la clase de problemas NP-duros, es decir, que no existe actualmente
un algoritmo que pueda resolver el problema en un numero polinomial de operaciones en funcién de
las dimensiones del mismo.

El siguiente problema binivel en %2 tomado de Luo y otros [154] ilustra que F no tiene que ser
necesariamente un conjunto convexo, y la funcién S(x) no es necesariamente diferenciable.

minimizar  f(z,y)

sujetoa x>0,
y € arg minimizar{y : y € Q(z)}

donde
Qz)={yeRy :x+2y>10, 2 —2y <6, 20 —y <21, v+ 2y <38, —x+ 2y < 18}

El conjunto () es no vacio si y sélo si < 16. Por tratarse de un problema de programacién lineal
se puede resolver de forma cerrada para cada z € [0,16], obteniendo

5-—x/2, siz€l0,8],
S(x)=<¢ —-3+=x/2, size][812],
—21+2z, size[12,16].

La region factible es la unién de los siguientes segmentos

F={(x,5—2/2):2€[0,8}U{(x,-3+2/2) : 2 € [8,12]} U{(x,—21 + 2z) : z € [12,16]}

Pese a la dificultad intrinseca de los problemas binivel se han desarrollado algoritmos exactos
para problemas de muy pequena dimensién. Para resolver el problema lineal binivel se han aplicado
algoritmos basados en enumeracion implicita, branch-and-bound, penalizaciones exactas, o métodos
de descomposicién. Bi y otros [23], Bialas y Karwn [24, 25], Hansen [118], Judice y Faustino [134],
White y Anandalingan [236].

El caso binivel no lineal ha sido abordado en la monograffa de Shimizu y otros [212], en la que
desarrollan dos algoritmos para un caso particular de la programacién convexa binivel (todas las
funciones que definen el problema son convexas). El primer algoritmo estd basado en el trabajo previo
de Bard [10] y aborda el caso particular de que el nivel inferior es un problema cuadrético convexo, y
el nivel superior es un problema estrictamente convexo. Shimizu y otros [212] demostraron que este
algoritmo converge a la solucién 6ptima. El segundo algoritmo que presentaron se basa en el trabajo
de Jaumard [132] y estd desarrollado para el caso anterior y tiene garantizada la convergencia en un
numero finito de iteraciones.

Luo y otros [154] proponen tres tipo de algoritmos iterativos, el primero (PIPA) estd basado
en métodos de penalizacién interior, el segundo en una programacion implicita y el tercero es una
especializacién de la programacidn secuencial cuadrdtica (SQP) empleada para resolver problemas
de optimizacién no diferenciables. Los problemas que debe resolver este algoritmo son problemas
diferenciables a trozos.

Los dos primeros algoritmos convergen a puntos estacionarios bajo la cualificacién de restricciones
de independencia lineal, mientras que el tercero tiene una covergencia local, esto es, depende de
la proximidad entre el punto inicial y un punto estacionario. Por contra, tiene una velocidad de
convergencia superlineal e incluso cuadratica en algunos casos. Luo y otros [141] realizaron un estudio
computacional basado en el paquete MATLAB para el algoritmo de punto interior.

Algoritmos empleados en la resolucion de los problemas MPEC aplicados a la planifi-
cacién del transporte urbano

Son varios los tipos de problemas que se pueden encontrar en la literatura, segin la finalidad que
persiguen, pero bajo el punto de vista de su estructura matematica existen dos grandes grupos. Por
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un lado estd el problema de ajuste de matrices origen-destino (tipo I), donde las restricciones del nivel
inferior estan parametrizadas por las variables del nivel superior y por otro lado modelos de gestién de
trafico (tipo IT), donde las restricciones del nivel inferior son independientes de las variables del nivel
superior pero la funcién objetivo, al contrario de lo que ocurria en el caso primero, estd parametrizada
por ellas. Los algoritmos desarrollados estdan condicionados fuertemente por el problema a resolver.
Algunas de las aplicaciones de los problemas MPEC a la planificacién del transporte urbano serén
tratados en la seccién 2.5, no obstante, en esta seccién, anticiparemos algunos algoritmos que han sido
aplicados en su resolucion.

Una segunda dificultad, ademas de su dificultad intrinseca, es la gran dimensién de estos problema
en las aplicaciones reales. Por ejemplo, si se considera la estimacion de matrices O-D en las redes de
Madrid o Barcelona el nimero de variables del nivel inferior serian respectivamente 8659 y 2522, y el
numero de variables en el nivel superior de 26037 y 7922 respectivamente. En otro tipo de aplicaciones
el niimero de variables en el nivel superior varia entre unas decenas a varios miles. Otra forma de
entender el coste computacional es observando que la evaluacién de la funcién objetivo puede llevar
algunos minutos, debido a que tiene que resolver un problema de optimizacién de miles de variables.
Esto ha hecho que en la actualidad no se hayan implementado algoritmos exactos para problemas
reales de gran escala. Casi la totalidad de los algoritmos desarrollados son heuristicos y son escasas
las pruebas computacionales realizadas en problemas de gran escala.

El algoritmo heuristico méas extendido es el denominado algoritmo iterativo de optimizacion-
asignacion. Una iteracion de este problema tiene dos fases. En la primera se resuelve el problema del
nivel inferior (problema de asignacién en equilibrio) y en la segunda se resuelve el problema del nivel
superior (problema de optimizacién) considerando que las variables nivel inferior estédn fijadas a los
valores encontrados en la primera fase. Este algoritmo fue originariamente propuesto por Allsop [6]
para un problema de control de trifico (tipo II) y por Steenbrink [223] para un problema de disefio de
redes (tipo II). Tan y otros [225] demostraron computacionalmente que este algoritmo no tiene garan-
tizada su convergencia a un punto estacionario y Marcotte [157] demostré tedricamente este hecho.
No obstante, este algoritmo es el mas extendido, y ha sido formulado en todos los modelos binivel
aplicados al transporte, por ejemplo Hall y otros [114], Yang y otros [245] aplican una modificacién
de este algoritmo al problema de estimar matrices O-D.

Otra clase de algoritmos heuristicos estan basados en el andlisis de sensibilidad de los pardametros
(ver Tobin y Friesz [226]). Mediante el anélisis de sensibilidad se construye una aproximacién lineal
del problema del nivel inferior en un punto determinado que reemplaza al problema inferior, lo que
conduce a un problema de un solo nivel, cuya solucién proporciona el préoximo punto donde repetir
el proceso. Esta clase de algoritmos heurfsticos es conocida como formulacién implicita. Yang [241]
utiliza esta metodologia para desarrollar dos tipos de aproximaciones lineales (factores de influencia)
que son aplicados a la estimacién de matrices O-D, pero sélo se efectiian pruebas computacionales
en redes de pequenas dimensiones. Friesz y otros [91], Yang y Lam [244] lo aplican a modelos de
gestion de tréfico. El algoritmo de Spiess [219] puede ser considerado en esta categoria y es aplicado
al problema de estimacién de matrices O-D sobre ejemplos de grandes dimensiones.

Se han empleado métodos de busqueda probabilistica como el simulado recocido. Este método
requiere de nimerosas evaluaciones del nivel inferior, esta desventaja es aprovechada para hacer una
resolucién muy eficiente del nivel inferior. Friesz y otros [89] lo aplican a problemas de disefio de redes.
Otro tipo de metaheuristicas como los algoritmos genéticos no han sido aplicadas.

Otro tipo de algoritmos, que han sido aplicados, utilizan directamente un método de optimizacién
sobre el problema. Abdulaal y LeBlanc [4] aplican el algoritmo de Hooke-Jeeves al problema de disetio
de redes. Codina y Barcel6 [53] emplean el algoritmo de Wolfe, usado en optimizacién no diferenciable,
para la resolucion del problema de estimacén de matrices O-D. Recientemente, Patriksson y Rockafellar
[199] adaptan el algoritmo PIPA para un problema binivel aplicado a la gestién del tréfico.
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2 Modelos matematicos aplicados a la planificacién del trans-
porte urbano

2.1 Planificacién del transporte urbano

El crecimiento econémico ha originado un incremento importante de la demanda de transporte tanto en
los paises desarrollados como en los en vias de desarrollo. Este aumento de la demanda ha conducido a
que, en algunas regiones y para ciertos modos de transporte, la demanda supere a la oferta de servicios
de transporte, originando que viejos problemas como son la congestién, polucién, accidentes, deficit
financieros, etc. aparezcan con nuevas apariencias y dificultades.

La demanda de servicios de transporte tiene una naturaleza dindmica, ésta varia durante cada
momento del dia, de un dia a otro de la semana e incluso por meses. La oferta de servicios de
transporte es altamente compleja, por un lado una autoridad provee la infraestructura y por otro lado
los operadores (pueden existir varios operadores por cada modo de transporte) proveen los servicios.

Empleando el esquema seguido por Ortizar y Willumsen [189], analizaremos la integracién entre
la oferta y la demanda de transporte. Considerese la existencia de una demanda de transporte D,
de bienes o de personas, en un periodo de tiempo determinado para varios modos de transporte. El
sistema se puede caracterizar por:

¢ Una infraestructura, por ejemplo, la red de tréfico.
¢ Un sistema de gestién, por ejemplo, el control semaférico y viario del tréfico.

¢ Un conjunto de modos de transporte y sus operadores.

Considérese unos volumenes V (de pasajeros, de trafico, etc.) en la red, a los que le corresponde
cierto conjunto de velocidades S, y una capacidad de operaciéon Q, bajo un sistema de gestién M. En
términos generales la velocidad en la red de transporte puede ser representada por

S = £(Q,V,M). (6)

La velocidad puede ser considerada como una aproximacién inicial al concepto de nivel de servicio del
sistema de transporte. En términos generales el nivel de servicio seria una combinacién de velocidades
(o tiempos de viajes, de espera, caminando, etc.) y costes (precios de los billetes, del combustible,
etc).

Los volimenes en la red dependeran de la demanda D y de la capacidad del sistema de transporte
Q, esto es

V =y9(D,Q).

Fl sistema de gestién puede incluir esquemas de control de trafico, de regulacién aplicado a cada
modo de transporte, etc. La capacidad Q depende del sistema de gestién y de los niveles de inversion
I, entonces

Q = h(I,M).

El sistema de gestién puede ser empleado para redistribuir la capacidad entre la infraestructura,
produciendo Q’ y dando prioridad a ciertos tipos de usuarios sobre otros (usuarios de transporte
publico, ciclistas, vehiculos eléctricos, peatones, etc).

Como en el caso de muchos bienes de consumo y servicios, uno podria esperar que el nivel de
demanda D dependiese del nivel de servicio prestado por el sistema de transporte y la localizacién
de las actividades A en el espacio

D =r(S,A)
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Combinando las relaciones anteriores y para una actividad fija, se encontraria el punto de equilibrio
entre la oferta y la demanda mediante una ecuacién del tipo

D =¢(D,I,M)

Realmente el nivel de actividad cambia tanto en el tiempo como en el espacio, y esto probablemente
harfa variar los niveles de servicio. Se podrian considerar dos situaciones de equilibrio, una a corto
plazo y otra a largo plazo. La tarea de la planificacién del transporte urbano es predecir y controlar
la evolucién de estos puntos de equilibrio en el tiempo, de modo que el bienestar de la sociedad sea
maximizado. La modelizacién de estos puntos de equilibrio pemite entender mejor la evolucion de éstos
y ayuda al desarrollo e implementacién del conjunto de estrategias de gestion M y a los programas
de inversién I.

La modelizacién de esta situacion de equilibrio ha motivado multitud de modelos matematicos. La
practica desde la década de los anos sesenta ha consolidado el esquema de aplicaciéon llamado modelo
de cuatro etapas

1. Fase de generacién de viajes. El esquema empieza considerando una zonificacién del area de
estudio, una codificacién de la red de transporte y la obtencién de una base de datos para el
estudio. Estos datos estan referidos al nivel de actividad econémica y demogréfica de cada zona
que incluye el nivel de empleo, localizacién de centros comerciales, zonas recreativas, centros
escolares, etc. y son empleados para estimar el niimero de viajes generados y atraidos por cada
zona considerada en el estudio.

Tras esta fase se obtiene una modelizacién de la red de transporte mediante un grafo G = (N, A)
donde A y N son el conjunto de arcos (dirigidos) y nodos respectivamente. El significado de
los arcos depende de si la red es de trafico o de transporte publico. En el primer caso los arcos
estan asociados a las calles y los nodos a las intersecciones. En el segundo caso cada nodo estd
asociado a una parada y cada arco representa los posibles desplazamientos entre paradas que un
usuario puede efectuar. Hay arcos asociados a movimientos en el vehiculo, andando o esperando.

2. Fase de distribucién. En esta fase se obtiene la distribucion de los viajes sobre el espacio, esto es,
se obtiene el nimero de viajes que se efectiian de una zona a otra, obteniéndose la denominada
matriz de viajes origen-destino (O-D). En esta fase se obtiene un conjunto de pares ordenados de
N x N y la demanda de viajes (que inicialmente consideraremos fija). Denotamos este conjunto
de pares de demandas por W'y cada par O-D por w = (i, j), donde i es el origen y j es el destino.
Denotamos por g, la demanda total de viajes para el par w.

3. Fase de particiéon modal. En esta fase se obtiene una matriz O-D para cada modo de transporte
presente en el estudio.

4. Fase de asignacién. Finalmente, cada matriz de demanda O-D es asignada a un conjunto de rutas
en la red de transporte. Usualmente se efectiia una asignacién de trafico por un lado (vehiculos
privados) y por otro lado una asignacién a la red de transporte ptblico.

En la actualidad este esquema secuencial ha sido superado por métodos que integran dos o varias
de estas etapas simultdneamente. No obstante, este esquema sigue siendo de utilidad a la hora de
describir modelos o de comparar modelos alternativos.

2.2 Modelos de asignacion de trafico en equilibrio

En esta subseccién estudiaremos algunos modelos matemaéticos que se han sido planteados para resolver
el problema de la asignacion de trafico a las rutas de la red de transporte y se clasifican en dindmicos
o estdticos en funcién de como es considerado el aspecto dindmico de la demanda (esta tesis doctoral
aborda exclusivamente modelos estdticos). Estos modelos se centran en unas pocas horas del dfa,
como las horas puntas, y trabajan con valores medios (demandas, tiempos, flujos, etc.) durante el
periodo de estudio.
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Ademsés deben de asumir un principio para la modelizacién de la eleccién que hacen los usuarios
de la ruta en la red de transporte. Un marco para la elaboracion de estos modelos, llamados modelos
de asignacion en equilibrio, lo constituye el primer principio de Wardrop [233] que se enuncia del
siguiente modo:

“En el equilibrio ningin usuario puede reducir el coste de su viaje mediante cambio de
ruta.”

Este prinicipo implica que todos los tiempos de viaje empleados en todas las rutas usadas para
satisfacer el mismo par O-D deben ser iguales y menor o igual al tiempo de viaje en cualquier otra
ruta no empleada para satisfacer dicho par de demanda. Este principio ha sido empleado para construir
modelos de equilibrio, tanto en redes de trafico como en redes de transporte publico.

El primer principio de Wardrop, también denominado DUE (deterministic user equilibirum), asume
que todos los usuarios perciben el coste de la misma manera y ademas, conocen los costes de todas
las rutas (tienen informacion perfecta). En la realidad las percepciones de los costes estin sujetas a
variaciones y los usuarios eligen la ruta de acuerdo con su percepcién. Se han elaborado modelos de
equilibrio en los que los costes de viajes son la suma de una parte fija mas una componente aleatoria,
en este caso los usuarios eligen una u otra ruta dependiendo de la distribucién de probabilidad de los
costes aleatorios. Esta forma de asignacién recibe el nombre asignacion estocdstica (SUE).

Existe otro marco en la elaboraciéon de modelos de equilibrio, el llamado segundo principio de
Wardrop que asume que los usuarios puden ser persuadidos a emplear cualquier ruta y por tanto,
los usuarios seran asignados a las rutas que minimicen el tiempo total empleado por el sistema de
transporte. Este principio se enuncia

“Los usuarios eligen la ruta de modo que se minimice el tiempo total de transporte en la
red.”

El primer principio de Wardrop es utilizado para modelizar el comportamiento de los usuarios,
mientras que el segundo principio es usado como un criterio para disenar la red de transporte. El
primer principio asume que los usuarios actian individualmente mientras que el segundo asume que
los usuarios buscan el éptimo del sistema (de todos los usuarios)

Ahora vamos a abordar las formulaciones mateméticas del problema de asignaciéon de tréfico.
Denotamos por P, el conjunto de rutas para el par O-D w, con h), el flujo enlarutapy por Cp := Cp(h)
el coste de viaje en la ruta p experimentado por un usuario para un vector de flujo h € RI”!, siendo | P|
el nimero total de rutas en la red. Empleando esta notacién un vector de flujo h* esta en equilibrio
si y sélo si

Sihy,>0=C,=U,, p€ P,, weW. 1)
Sih,=0=Cy,>U,, p€ P,, weW.

donde el valor de U, := U, (h*) es el minimo coste de transporte en las rutas del par O-D w € W

Para formular matemdticamente las condiciones de equilibrio dadas en (6.15) se necesita describir
los requerimientos de factibilidad de los flujos. Denotamos los flujos en los arcos como f € R4l y por
P, el conjunto de rutas para el par O-D w. El primer requerimiento es que la demanda para cada par
O-D w debe ser satisfecha, esto es

> hy=gu, YweW. (8)
pEP,
Ademis los flujos deben ser no negativos

h, >0, Vp e P. (9)

La relacion entre los flujos en los arcos y los flujos en las rutas viene definida por

S Siphy = fi, VIE A,

weW peP,
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donde d;, = 1 si la ruta p utiliza el arco [ y cero en caso contrario. Esta restriccién indica que el flujo
en un arco [ es la suma del flujo de todos los caminos que emplean dicho arco.

La primera formulacién de las condiciones de equilibrio (7) mediante un modelo de optimizacién
fue realizada por Beckman y otros [13]. Estos autores asumieron que el coste en cada arco depende
exclusivamente de su flujo (costes separables). La solucién del siguiente problema de optimizacién
caracteriza la situacién de equilibrio derivada del primer principio de Wardrop

minimizar Z =), 4 fofl c(x)dx

sujetoa > cp hy =go, YweW, [TAP]

ZwEW ZpePw 5lphp = fl7 Vi e .A,
hy, >0, Vpe P,, YVw e W.

La situacién de equilibrio derivada del segundo principio de Wardrop (para costes separables y
crecientes) se puede caracterizar como solucién del siguiente modelo de optimizacién.

minimizar Z =}, 4 a(fi)fi

sujetoa > cp hp = Gu, Yw EW,

Y wew ZpePw Saphp = f1, Vl€ A,
h, >0, Vp€ P, YVweW.

[TAP-SE]

Se ha recurrido a modelos matemdticos més generales que los modelos de optimizacién (como son
las desigualdades variacionales, problemas de complementariedad o formulaciones de punto fijo) para
modelizar situaciones més realistas del problema de asignacion, tales como que el coste de un arco no
depende exclusivamente de su flujo sino que puede depender del flujo en otros arcos de la red. Esta
situacién es la comun en las intersecciones de calles. Otros nuevos aspectos del problema que pueden
ser tenidos en cuenta es la existencia de varios tipos de usuarios (modelos multiusuarios) o la existencia
de varios modos de tranporte (modelos multimodales) como por ejemplo el transporte ptblico y privado
simultdneamente. Los costes derivados de este tipo de problemas tienen un Jacobiano tipicamente
asimétrico y por tanto no son formulables mediante un modelo de optimizacién. (Ver el teorema 1.2)

La formulacién mateméatica més usual de las condiciones de equilibrio Wardropianas, se basa en
los problemas de desigualdades variacionales en el espacio de flujo en las rutas h,, p € P, en este caso
el espacio de factibilidad de los flujos esté definido por las ecuaciones (8) y (9), y puede ser expresado
matricialmente por

g = 0%h, (10.a)
h >0, (10.b)

donde g € §R|_J_/V| es el vector de demandas, d8 es la matriz de incidencia par origen/destino-ruta. El
elemento 4, de esta matriz vale 1 si la ruta p une el par w y 0 en caso contrario. El espacio de flujo
en las rutas es

Qh:{hem'f' |5€h:g}.

Las condiciones de Wardrop (7) se pueden formular mediante el siguiente problema en desigualdades
variacionales. Encontrar un h* € Q) cumpliendo la desigualdad

Ch*)T(h—h*) >0, ¥heQ, [TAP-VIP(C(-), )]
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donde C(h*) es el coste en los caminos para el flujo h*. Notar que si existiesen varios grupos de
usuarios o modos de transporte estas situaciones son facilmente modelizables. Es suficiente crear
tantas copias de la red de transporte como grupos de usuarios o modos de transporte, relacionando
sus costes de viaje, en caso necesario, mediante el vector de costes C.

En el caso de que el coste en una ruta fuese la suma de los costes en cada uno de sus arcos (costes
aditivos), las condiciones de Wardrop pueden ser descritas en términos de los flujos en los arcos. El
conjunto de factibilidad para los flujos en los arcos viene descrito por el conjunto (poliedro acotado)

f = ofh, (11.a)
g = 0%h, (11.b)
h >0, (11.c)

donde 6 es la matriz de incidencia arco-ruta, el elemento 5lfp toma el valor 1 si la ruta p emplea el
arco [ y vale 0 en caso contrario. En este caso el conjunto de factibilidad viene definido por

O = {fe R4 |3h € confzéfh},

y el problema VIP(C(:), ) es equivalente a encontrar un f* € Q¢ cumpliendo la desigualdad

c(f)T(f—£*) >0, VfeQ [TAP-VIP(c(+), Q)]
donde c : R4 — RIAles la funcién de costes en los arcos. La relacién entre los costes en los arcos y
los costes en los caminos viene dado por C(h) = 5ch(f).

El conjunto Q¢ puede ser formulado sin necesidad de recurrir a las variables de flujos en los caminos.
Esta representacién es conocida con el nombre de formulacion nodo-arco, e impone para cada par O-D
las condiciones de consevacién de flujo en cada nodo. Esto es

EfY =g“, VYweW,

donde E € {-1,0, 1}W|X|A‘ es la matriz de incidencia nodo arco de la red, las componentes del vector
g“ estan definidas por

—_

, siw=(k,7j),
g =4 —1, siw=(ik),
0, si k no es el nodo origen o destino del par w,

y el vector f“ es el vector de flujos en los arcos producidos por el par de demanda O-D w. El flujo
agregado en los arcos serd la suma de todos los flujos producidos por todos los pares O-D, esto es
f =5, cwf’ Resumiendo, la regién factible en los arcos puede venir definida directamente por

P = {fG%lA

3~ € R Vw € W con f = Zf“’yEf“’g“’},
weWw

dando lugar al problema equivalente de encontrar un f* € €; que cumple la desigualdad

c(f)T(f 1) >0, Vfe [TAP-VIP(c(-), )]

Charnes y Cooper [45] describen la situacién de equilibrio en el sistema de transporte como un juego
de equilibrio no-cooperativo de Nash [177]. Los jugadores de este juego estdn definidos para cada par
O-D, y éstos compiten para minimizar sus costes de transporte mediante una adecuada asignacién del
flujo a las rutas. Estos flujos constituyen el conjunto de estrategias para cada jugador. Formalmente,
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. . . . . M .
en un juego no cooperativo de M jugadores se asume la existencia de 6; : [] =1 Y; — R funciones de

pago para cada jugador, definidas sobre el espacio de estrategias Y = H]M:1 Y; y se supone que cada
espacio individual Y; es un conjunto convexo. Un punto y* es una situacion de equilibrio en el juego
no cooperativo de Nash si y sélo si para cada i € {1,--- , M}, se cumple

y; € arg minimizar{0;(y;,y%;) : yi € Y}

donde y;i es el conjunto de componentes de y* distintas a y;. Es decir, la estrategia de un jugador es
oOptima respecto a su propia funcién de pago y teniendo en cuenta el resto de estrategias de los otros
jugadores. Para el caso de funciones de coste de viaje separable las funciones de pago del juego vienen

definidas por la expresién
fi
0.(6)= Y / ax)dz,
leAw 0

donde A“ es el conjunto de arcos empleados por el par w € W.

En este juego, a diferencia del de Stackelberg, no existe un jugador especial (el lider) que pueda
modificar el conjunto de estrategia del resto de jugadores.

2.3 Modelos de asignacion en transporte publico

El problema de asignacion de trafico aborda la modelizacién de como los usuarios de vehiculos privados
eligen su ruta. Esta modelizacién se complica para los usuarios de transporte publico (autobus urbano,
metro, tranvia, etc.). Antes de entrar en esta discusién conviene introducir las siguientes definiciones.

¢ Denominaremos linea de transporte piblico o simplemente linea a una flota de vehiculos que
opera entre dos puntos (terminales) sobre una red y que poseen generalmente las mismas ca-
racteristicas de tamano, capacidad y velocidad. Estos vehiculos paran en un conjunto de nodos
dispuestos en su trayecto, en los que se estd permitido subir y bajar del vehiculo. En definitiva,
cada linea de transporte piblico esta definida por las caracteristicas de los vehiculos, su trayecto
y su frecuencia.

¢ Una seccidn de linea es cualquier parte del trayecto entre dos nodos de una linea (no necesaria-
mente consecutivos).

o Una seccion de ruta es cualquier camino entre dos nodos de transferencia. Cada seccion de ruta
tiene asociada un conjunto de secciones de lineas que se denominan lineas atractivas o lineas
comunes.

o Una estrategia es un conjunto de reglas que a un usuario le permite llegar a su destino.

Comenzaremos con el llamado problema de lineas comunes. Un usuario puede estar esperando en
una parada por la que pasan varias lineas de transporte. Algunas de ellas pueden ser atractivas para
realizar su viaje, entonces el usuario elegird el primer vehiculo de la primera linea atractiva que llegue
a la parada. En este problema también los usuarios intentan minimizar su tiempo de viaje, pero este
minimo ya no se consigue mediante la eleccién de un tinico camino, sino mediante la eleccién de un
conjunto de caminos, lo que se denomina hipercamino.

El primer modelo para el problema de lineas comunes en redes no congestionadas fue dado por
Chiriqui [49] y por Chiriqui y Robillard [50]. Consideremos una seccién de ruta definida por dos nodos
(paradas) en la red de transpote piblico s = (i, ) y sea A, el conjunto de todas las lineas de autobus
que un usuario dispone para ir del nodo i al nodo j. El usuario elegird un subconjunto A, C A, de
lineas que minimice el tiempo esperado de viaje. Este conjunto de lineas se denomina conjunto de
lineas comunes o atractivas. Dada esta eleccién el usuario subird en el primer vehiculo que llegue al
nodo i y perteneza a la linea [ € A,. El tiempo esperado de viaje entre el nodo i y j es

Cy, = WAS + TAS
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donde W4y Tz, representan los tiempos medios de espera y de viaje en el vehiculo.

Si ¢; y t; denotan respectivamente la frecuencia y tiempo de viaje en de la linea de transporte
l € A, (que consideraremos constante). El tiempo medio de espera serd

1
Wi,

.= Sin b (12)

y el tiempo medio de viaje es

TAS = Z tlﬂ-lsv (13)

leA,

donde 7} es la probabilidad de que el usuario tome el vehiculo de la linea [. Esta probabilidad viene
dada por las frecuencias de las lineas y es

’/TS _ ¢l
I T = -
Zl/eAs ov

El problema de encontrar el conjunto de lineas atractivas se puede formular mediante un problema
de optimizacién. Consideremos las variables de decisién dicotémicas x; € {0,1} con [ € A,. Esta
variable toma el valor 1 si la linea [ es considerada una linea atractiva para viajar de ¢ a j y 0 en caso
contrario. La solucién del siguiente problema definird el conjunto de lineas comunes.

L 1+Z tigixi
minimizar C, = —=‘4=
Qitea, 41

sujetoa x; € {0,1}, Vi€ A,.

Este problema es un problema de programacién lineal entera fraccional (ver Garcia y otros [93]) y ha
sido resuelto por Chiriqui y Robillard [50].

Para plantear el problema de asignacién se construye una red de transporte G = (N, .A) donde
el conjunto de arcos A estd asociado al conjunto de secciones de ruta y el conjunto de nodos N al
conjunto de paradas. Cada arco s € A tiene asociado un tiempo esperado de viaje Cs obtenido al
resolver su problema de lineas comunes asociado. Se asume que la red tiene un conjunto de demandas
W, y que g, es la demanda para cada par O-D w € W. El problema de asignacién es fomulado
mediante el siguiente problema de caminos minimos

minimizar Z =3 __ , CsV;
sujetoa > cp hp = Gu, Yw €W,

ZwEW ZpePw 5Sphp = V;v, Vs € A’
hy, >0, Vp € P,, Vw € W

donde V; es el volumen de usuarios (o simplemente flujo) en la seccién de ruta s, d5, vale uno si el
camino p utiliza la seccién de ruta s y 0 en caso contrario.

Notar que la resolucién de este problema proporiciona los volimenes en las secciones de ruta. Haria
falta efectuar su descomposicién en volimenes de secciones de linea, y esto se obtiene mediante la
relacién

Us _ (bl
TS
ZZGAS ol

donde v;’ es el volumen de pasajeros de la seccién de ruta s asignados a la seccién de linea I. El método
aqui expuesto para calcular la asignacién en transporte publico no congestionado es el seguido por
De Cea y Ferndndez [43]. Alternativamente Spiess y Florian [220] plantean un nico problema para
resolver ambos problemas (el de asignacién y el de lineas comunes). El modelo que ellos plantearon
es equivalente a

Vs



Seccion 2. Modelos matematicos aplicados a la planificacion del transporte urbano 19

minimizar Z =) _ 4 CsV;

. 1+ tiprxy
sujeto a C’s — %

rea, P17
> per, o =G, YwEW,
Dwew Lpep, Isphp = Vs, Vs € A, [TEAP]

Vi = Py Ve A, Vse
D D > A

hp, >0, Vpe PR, VweW
z; € {0,1}, Vie A, Vse A
donde zj vale 1 si la linea [ es atractiva para los usuarios de la seccién s y 0 en caso contrario.

El modelo descrito no tiene en cuenta el efecto de la congestién. Spiess [218] elabora una versién
del modelo aqui descrito donde el tiempo en los vehiculos es una funcién de los volimenes en los
arcos. Estas funciones miden lo que los autores denominan discomfort. Esta es una medida de las
sensaciones del usuario en funcién del nimero de usuarios en un vehiculo en relacién a su capacidad.
La principal desventaja es que el tiempo de espera no se ve afectado por la congestion. De Cea y
Fernandez [44] consideran un modelo de asignacién de tranporte publico con restricciones de capacidad
donde el tiempo en las paradas depende de la demanda y de la capacidad de los vehiculos. Consideran
las denominadas frecuencias efectivas que son el nimero de vehiculos donde existe capacidad para
embarcar frente a las llamadas frecuencias nominales que son el nimero de vehiculos (con y sin
capacidad para embarcarse) por unidad de tiempo.

Nguyen y Pallotino [181] introducen el concepto de hipercamino para formular y describir las
estrategias entre los pares O-D. Este modelo es equivalente al de Spiess [218] y este marco ha sido
empleado en otros trabajos como los modelos de Wu and Florian [239], Wu y otros [240]. Estos
modelos consideran el tiempo de espera en las paradas independiente del flujo. Recientemente han
aparecido modelos que emplean la formulacién en hipercaminos y consideran el tiempo de espera como
una funcién del flujo. Una revisién de estos modelos la realiza Bouzaiene-Ayari y otros [28].

2.4 Modelos combinados

Se han desarrollado modelos que colapsan varias de las fases en un tnico modelo. Estos modelos
reciben el nombre de modelos combinados.

La primera ventaja de los modelos combinados es que hacen consistentes las etapas. Por ejemplo,
tras la fase de asignacién se obtienen nuevos tiempos de viajes que serdn (probablemente) diferentes
de los empleados en la fase de distribucion de viajes.

La segunda ventaja es que consideran simultdneamente todas las posibles respuestas que un viajero
puede realizar cuando se incrementan significativamente los niveles de congestiéon como, por ejemplo,
cambio de ruta, elecciéon de aparcamientos, cambio de modo de transporte, cambio de destino, variacién
de la frecuencia de viajes y/o la hora de su realizacién, etc. Algunos de estos aspectos han sido ya
recogidos en los modelos actuales, pero sobre todo la modelizacién de los aspectos dinamicos queda
todavia por desarrollar.

Modelo combinado de asignacion y eleccién de modo

El TAP ha sido formulado asumiendo que la demanda es fija (indepediente de los costes de transporte)
pero es mas realista considerar la naturaleza eldstica de ésta. Si los costes de transporte crecen,
un usuario podria decidir no realizar el viaje o realizarlo en un modo de transporte alternativo.
Supondremos que el niimero de viajes para un par de demanda w es una funcién del coste de transporte
U, para dicho par, esto es

o = Gw(Uw) (14)
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Supondremos que la funcién G, es no negativa, continua y estrictamente decreciente. Su funcién
inversa calcula el coste de viaje en funcién del nimero de usarios, es decir U, = G_(g,). Notar que
ahora g, es una variable y ésta tiene el mismo papel que el pardmetro g, en la formulacién inelastica
del TAP.

La solucion del siguiente modelo, que combina asignaciéon y demanda, satisface el primer principio
de Wardrop y la ecuacién (14).

minimizar Z =Y, 4 fofl az)de =Y cw Jo° Gt (x)dx

sujeto a ZpEPw hp = Guw, Vw € VV’ [TAP E}

Dwew ZpGPw daphp = f1, VI E A,
h, >0, Vpe B, Vwe W.

Beckman [13] fue el primero en formular el TAP-E empleando una formulacién nodo-arco.

Para ilustrar la manera en que este modelo puede recoger la situacién de particion modal, se puede
suponer que los usuarios eligen entre dos modos de transporte privado y publico y la distribucién
modal viene dada por una funcién logit (modelo de demanda). Esta funcién determina el nimero de
usuarios en cada modo de transporte en funcién de sus costes de viaje mediante la expresion

exp — (ak + 61U5)

k k —
gw = Gw UUJ = ’ ~ 9w
(U) Ywefany X — (@ + B1UL)

(15)

donde UF es el coste de viajar en modo k € {a,b} para el par O-D w, U, es el vector de costes de
transporte en cada alternativa, g, es la demanda total de viajes para el par O-D w. Los coeficientes
a®, B son los pardmetros logit del modelo. Denotamos la alternativa en vehiculo privado mediante
(a) y en transporte publico mediante (b). La expresién (15) se puede simplificar a

1 _
T Ttexp—(a® 1 By (U5 — U8)) ™

9o = G5 (Uw)

donde a® = o’ — a® El modelo asume que el coste de viaje U’ mediante transporte piiblico es
independiente de los volumenes de trafico y por esa razén es considerado constante. La inversa de la
funcién demanda es

1
US =G g2) = UL + — [0 +log(g, — ¢2) — log(g2)]
1

Empleando la relacién g% + gg = g.,, podremos reescribir la expresién

9
- / G\ @)dz = U2+ (1/1) S gh(loggh —1+ab) +C
0 k€{a,b}

donde C es una constante.

La funcién objetivo del TAP-E para este caso es

fi
3 / a@ds+ 3 Ul +(1/8) S Y gh(oggh — 1+ ak)

1eA”0 wew weW ke{a,b}

Marin [165] resuelve este modelo empleando programacién geométrica generalizada, obteniendo
ventajas computacionales sobre el método de Frank-Wolfe .

Las condiciones de Wardrop se formulan en modo muy general y no asumen ninguna particular
propiedad de las funciones de coste de viaje, ni de la funcién de demanda, solamente la no negatividad



Seccion 2. Modelos matematicos aplicados a la planificacion del transporte urbano 21

de las mismas. La formulacién de estas condiciones mediante el anterior modelo de optimizacion
requiere que los costes de viaje sean aditivos y separables, y que la funcién de demanda sea separable.
En caso de que alguna de las dos funciones no satisfaciesen la propiedad de separabilidad habria que
recurrir a una formulacién variacional del problema. El caso eldstico considera el vector de demanda
como nueva variable en la regién de factiblidad, obteniendo

0 = {(h,g) e R xRV [58n = g}

La formulacién variacional del TAP-E consiste en encontrar un (h*, g*) € Qf que satisfaga la siguiente
desigualdad

Ch*)"(h—h*) -G '(g") (g —&") 20, V(hg)ef [TAP-E-VIP(C, QF)]

Fisk y Boyce [77] fueron los primeros que plantearon la formulacién variacional del problema de
asignaciéon con demanda elastica en el espacio de flujo en las rutas. La correspondiente formulacion
mediante desigualdades variacionales en el espacio de flujo en los arcos fue dada por Florian [79] y
Dafermos [60], ésta consiste en encontar un (f*,g*) € Qf cumpliendo

c(f)"(f —f*) -G '(g")" (g —g") >0, V(f,g) cQf [TAP-E-VIP(c, Q¢)]
donde

0f = {(f, g) € R4 x RV |3(h, g) € O con £ = 5fh}

Modelo combinado de asignacién y distribucion

En la fase de distribucién de la demanda se asume que el niimero de viajes generados en cada origen
es conocido, asi como el niumero de viajes atraidos por cada destino. Denotaremos por O; el nimero
de usuarios que salen del origen 4, y por D; el niimero de usuarios que llegan al destino j. El objetivo

es determinar la matriz de viajes origen destino {g,} con w = (i, j) € W. Esta debe satisfacer
Zgij = Oi, Vi, (16&)
J

Zgij = Dj, Vj. (16.b)

i

Los modelos de distribucién asumen que el nimero de viajeros entre zonas dependen del potencial
de cada una de estas zonas para atraer o generar viajes y de la distancia entre ambas zonas. Muchos
de estos modelos tiene la expresién

9ij = Gi;(Uiz) = aO; D;p(Us;) (17)
donde « es un parametro de proporcionalidad, y p(U;;) es la funcidn de disuasion. Esta funcién
depende de uno o mas parametros que deberan ser calibrados y evalta el efecto de la distancia en la
generacion de viajes . Las expresiones funcionales mas habituales son

p(Uij) = exp(—pU;;) —  funcién exponencial

p(Usj) = UZ-;" —  funcién potencial (18)
p(Ui;) = Uj; exp(—=pU;;) — funcién combinada

El siguiente modelo integra las fases de distribucién y asignacién.
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minimizar 2 =3 ¢ 4 fofl a@)dr =3 ew Jo Gl (z)dx
sujeto a Zj gi; = O;, Vi,
291 = Dj. Vi,
dopep, o =90, YweW,
> wew 2pep, Saphp = fi, VIE A,
hy, >0, Vp € P, Vw € W.

[TAP-D]

Suponiendo que la funcién p(x) es decreciente en el coste de viaje, la solucién de TAP-D satisface las
condiciones de equilibrio y la ecuacién (17). Esto puede ser demostrado empleando las condiciones de
optimalidad de KKT.

El caso particular més utilizado del modelo TAP-D es el que usa el modelo de distribucion gravita-
cional. Este modelo se obtiene al emplear como funcién de disuasién la funcién exponencial. En este
caso se obtiene

_ [ G_l(x)dx——/gw {—llo (x)—i—(d»—&—d—i—o/)] dx

1
= ng (IOggw - 1) + (dz + dj + O/)gw

donde d; =log O;/f3, d; =log D; /3,y &' = /3. La funcién objetivo es

fij
Z / Cij(X)dX+% Z 9w (log g, — 1) + Z (di + d; + /) g

(i,7)eA 0 weWw wew

El término »  _ (di + d;j + o')g. es constante en el conjunto factible debido a las restricciones
(16.a)-(16.b), y puede, por tanto, ser eliminado.

Modelo combinado de asignacién, distribucién y particién modal

Florian y Nguyen [85] formulan un modelo de equilibrio que integra asignacién, distribucién y particién
modal en un tinico modelo de optimizacion

minimizar Z =, 4 fofl a(@)de +73 cw 924Ings + > cw 95 (tIngd, + UY)
sujeto a > (g8 + gb;) = Os, Vi,
Zi (9% +g§j) =Dj, Vj,
EpePw hy = g5, YweW,
Swew 2opep, Saphp + VP = fi, VI€ A,
h, >0, Vpe P,, Vwe W,

donde

Ul es el coste de viaje en transporte piblico. Se supone que este coste es independiente de los

voliumenes de tréfico.

V% es la contribucién del transporte ptiblico al flujo en el arco I. En algunos casos puede ser cero
para modos de transporte separados de la red de tréfico.
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Estos autores mostraron bajo las usuales hipétesis de convexidad que la solucién del modelo satisface
el criterio de Wardrop, que las demandas por modos satisfacen el modelo gravitacional de la forma

gi; = aibj exp(—=BU};),
g% = a;b; exp(—BUY)

y la particién modal viene dada por un modelo logit bimodal con pardmetro (.

Marin [163] analiza las propiedades de estos modelos combinados y la metodologia para su resolu-
cién.

2.5 Algunos problemas MPEC en planificacion de transporte urbano

Muchos de los problemas de planificacién y de diseio de redes de transporte urbano son formulados
mediante un modelo MPEC, debido a que su estructura binivel es adecuada para reflejar el proceso
de tomas de decisiones. Los operadores del sistema planifican o disenan el sistema de transporte
teniendo en cuenta el comportamiento de los usuarios ante sus politicas de gestién o inversion. En
el nivel superior se mimimizan los costes (sociales, econémicos, etc) derivados de las politicas de
los operadores y en el nivel inferior se describe el comportamiento de los usuarios en el sistema de
transporte intervenido. En este apartado describimos los modelos mas notables.

Problema continuo de diseno de redes

El problema de disefio de redes trata el problema de modificar la infraestructura de transporte, me-
diante la creacion de nuevos arcos o mejorando la capacidad de los existentes, de modo que se maximice
el beneficio social (reduccién de la congestién) y/o se minimice el coste del disefio. La versién con-
tinua de este problema aparece cuando las variables de disefio toman valores continuos (por tanto
no se contempla la posibilidad de anadir nuevos arcos) y éstas representan la mejora de la capacidad
existente en los arcos. En el nivel inferior aparece el modelo de asignacién de tréafico formulado (usual-
mente) mediante el TAP, aunque autores como Marcotte [159] emplean el TAP-VIP. Para concretar la
situacién consideramos que el problema interior es un problema con demanda fija, utilizando el prin-
cipio DUE para efectuar la asignacion, formulado en el espacio ()¢, esto es, consideramos el modelo
TAP-VIP(c, Q).

Las variables del modelo son

o nivel inferior: el vector de flujo en los arcos f € R4
o nivel superior: las ampliaciones de las capacidades x € R
El vector de capacidades x constituye un subconjunto de pardmetros de las funciones de coste de

viaje en los arcos, esto es, c(x,f). Esta dependencia funcional pone de manifiesto como las nuevas
infraestructuras determinan nuevos costes de transporte.

El modelo asume que existe una funcién s(x) que proporciona los costes de inversién y operacién
asociado al diseno de red definido por la variable x. Por otro lado, se dispone de un presupuesto
para la realizacién de la nueva infraestructura, que denotamos por B y esta cantidad no puede ser
sobrepasada. Este requerimiento es tenido en cuenta por la restriccion presupuestaria

s(x) < B.

Supongamos que existe otro conjunto de restricciones (técnicas) para las variables de diseno. Este
conjunto lo denotamos por X, entonces el conjunto factible para las variables de diseno es

X :={x€X]|s(x)<B}

El problema de diseno de redes se formula
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minimizar Z =}, 4 c(x,f)fi

sujetoa x € X, [NDP]
f resuelve TAP-VIP(c(x, ), Q).

Algunos autores, basdndose en la variable dual éptima asociada a la restricciéon presupuestaria
(que denotamos p*), dan la formulacién alternativa

minimizar Z =), 4 a(x,f) fi + p*s(x)

sujetoa x € X, [NDP]
f resuelve TAP-VIP(c(x, ), Q).

Un resultado que puede ilustrar la dificultad en la resoluciéon de este problema es la llamada
paradoja de Braess que afirma que no siempre la adicién de un nuevo arco a la red, y por tanto un
incremento de la capacidad de la red de transporte, conduce a una reduccién de los tiempos de viaje
que emplea cada usuario. Un ejemplo numérico que ilustra tal hecho se pude consultar en Florian y
Hearn [82].

Esto es debido a que los usuarios eligen su ruta atendiendo exclusivamente a minimizar su tiempo
de viaje (el llamado primer principio de Wardrop) y no tienen por objetivo reducir el tiempo total de
viaje en toda la red de transporte. La paradoja aparece porque un incremento de la capacidad de la
red siempre conducira a la posibilidad de reducir el tiempo total de transporte si los usuarios eligiesen
la ruta de acuerdo al segundo prinicipio de Wardrop. Notar que el NDP y el TAP-SE tienen la misma
funcién objetivo.

Estimacion de matrices origen-destino

El problema de estimar la matriz de viajes origen-destino es fundamental en la planificacion del
transporte. Es importante senalar que el problema NDP emplea esta matriz como dato para el
modelo. Existe multitud de métodos para tal fin, pero el inconveniente de muchos de ellos es que
se basan en la elaboracién de encuestas domiciliarias y ello supone una gran coste econémico. Por
este motivo se han desarrollado métodos, como el expuesto aqui, para basar la estimaciéon de estas
matrices en informacién més econémica de conseguir como son los volumenes de trafico obtenidos
mediante cordones. Este modelo asume que un conjunto actualizado de volimenes de trafico esta
disponible. Estas observaciones son denotadas por fl, conl € A C A. Suponemos que una matriz
O-D g = {gu }weWCW desactualizada o que ha sido obtenida por otros métodos estd disponible.

Notar que la region factible de los flujos en los arcos (¢ estd parametrizada por la matriz O-D g.
Este hecho lo resaltaremos denotando esta regién por Q¢(g).

Las variables del modelo son

o nivel inferior: el vector de flujo en los arcos f € R4 supuesto que se conoce la matriz O-D g

o nivel superior: la matriz O-D g € ®II
El problema de estimacién de las matrices O-D se formula como

minimizar Z = 6, F (£, f') + 60:F5(g, 8)

sujetoa ge g, [DAM]
f resuelve VIP-TAP(c(-)Q¢(g)).
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donde F; y F5 son dos métricas que miden la discrepancia entre los datos observados y los predichos
por el modelo, y G es un conjunto de restricciones para las matrices. G consiste generalmente en un
conjunto de cotas superiores e inferiores para los pares O-D.

Chen y Florian [48] emplean la cldsica estimacién minimo cuadrética, esto es

Fy(f,£)=> (fi— )%
leA
Fg(g,g) = Z (gw - gw)z

weWw

Bard [11] da una revisién de distintas funciones objetivos que han sido consideradas en la literatura.
Los parametros 61 y 65 miden el nivel de confianza en nuestras observaciones, y pueden ser ajustados
mediante técnicas de programacién matemética multiobjetivo.

Notar que existen dos diferencias esenciales entre el NDP y el DAM. En el NDP la funcién objetivo
del nivel inferior estd parametrizada por las variables del nivel superior y la region factible es inde-
pendiente de éstas. Por el contrario el DAP tiene parametrizada la regién factible del nivel inferior
pero no la funcién objetivo. La segunda diferencia estd en la naturaleza de las funcién objetivo del
nivel superior.

Modelos de gestion de trafico

En este apartado analizamos tres modelos de gestién de trafico. Estos modelos persiguen reducir la
congestion, mejorar la eficiencia de los viajes urbanos, y en algunos casos influenciar en el uso de
transporte publico. En estos problemas no hay una modificacién de la infraestructura de la red de
transporte como ocurria en el problema NDP, sino unos mecanismos de control de trafico que permiten
mejorar la eficiencia del sistema de transporte. El primer modelo que analizamos tiene como variable
de control la tarifacion de la congestion de los arcos de la red. El segundo modelo estd disenado para
establecer la regulacién semaférica del trafico y utiliza como variable de control la distribucién de
tiempo en verde en las intersecciones. El tercer modelo aborda simultdneamente ambos problemas.

Modelo de tarifacién de la congestién. Los usuarios eligen su ruta con el fin de minimizar
su tiempo/coste de viaje. Este deseo no coincide con el objetivo del sistema, derivado del segundo
principio de Wardrop, de minimizar el tiempo total de viaje en toda la red de transporte. Este
modelo MPEC fuerza a los usuarios a que se comporten de acuerdo al segundo principio de Wardrop.
El mecanismo de control que el operador dispone para conseguir el equilibrio bajo el punto de vista
del sistema es un conjunto de tasas en los arcos de la red que denotamos por § € R, Las tasas no
estan restringidas en signo, lo que permite representar mediante valores negativos subsidios a ciertos
modos de transporte ptublico. Estas tasas modifican la percepcién que un usuario tiene de los costes
de viaje en la red. Estos nuevos costes son c(f) + 3, y hacen que el patrén del flujo represente un
optimo bajo el punto de vista del sistema aunque las rutas sean elegidas bajo el punto de vista del
usuario para estos nuevos costes.

El problema a resolver es

minimizar Z =3, c(f)fi

sujetoa feF,
(c(F)+B)T(ff) >0, VFfeQ.

El conjunto F suele estar formado por un conjunto de restricciones laterales que modelizan la
capacidad de la red.

Es sabido que una solucién al anterior problema es poner como tasa la diferencia entre el coste
medio ¢;(f;") y el coste marginal ¢;(f;") + ¢;(f;") fi, donde f* es el flujo en equilibrio bajo el sistema,
esto es, Bf = Ve(f*)f*. Esta solucién se le denomina tasa del coste social marginal. Otra solucién es
la denominada tasa del coste del sistema que consiste en dar a cada usuario en cada arco un subsidido
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igual a la cola causada en ese arco bajo el punto de vista del sistema, esto es 35 = —c(f*). Esto pone
de manifiesto que el conjunto de soluciones no es tnico. Bajo ciertas condiciones se puede garantizar
que este conjunto es un conjunto convexo no vacio. Hearn y Ramana [122]

El verdadero problema no es tanto la obtencién de una tarifacién de arcos que conduzca al equilibrio
bajo el punto de vista del sistema sino su implementacién practica. Ejemplos de implementaciones
préacticas de un sistema de peaje se tienen al pagar por atravesar ciertos cordones que rodean deter-
minadas zonas de la ciudad, como el centro urbano, periferia, etc. Por tanto, el problema es encontrar
un sistema de tarifacién valido que optimice una nueva funcién objetivo. Ejemplos de estas funciones
son: i) minimizar la cantidad total recaudada por los peajes, ii) minimizar el méximo peaje sobre un
arco, iii) minimizar el nimero de estaciones recaudatorias, iv) encontrar una sistema de tarifacién con
suma cero o v) combinar iii) y iv). Estos ejemplos son analizados en Hearn y Ramana [122]. Este
problema puede ser visto como un problema en tres niveles jerarquicos.

Modelo de regulacion semaférica del trafico. Este problema tiene una larga historia que ha
producido multitud de métodos, entre otros los desarrollados por Cantarella y Sforza [38] y Smith y
Van Vuren [215]. Muchos de estos métodos consideran de una forma mds o menos precisa el efecto
que produce el sistema de senalizacién en los cambios de las rutas de los usuarios. Una primera
clase de modelos que puede ser considerada como una resolucién heuristica de la formulacién binivel
del problema son los métodos iterativos de optimizacion y asignacion. Estos métodos se basan en
optimizar en cada interseccién (localmente) la regulacién semaférica de modo que se maximice el
numero de usuarios que la atraviesan para el flujo actual. Para dicha estrategia de control se calcula,
en la fase de asignacién, un nuevo flujo en equilibrio con el que se repetird el procedimiento de
optimizacién-asignacion.

La formulacién binivel del problema determina las proporciones de tiempo en verde en los controles
semaféricos de modo que se minimice el tiempo de viaje en la red (o en una parte de la misma) teniendo
en cuenta como los usuarios cambian de ruta en funcién de esta regulacion. Las variables del modelo
son

o nivel inferior: el vector de flujo en los arcos f € R4

o nivel superior: la proporcién de tiempo en verde en los seméaforos p € ", donde n es el nimero
de controles semaféricos.

Las variables del nivel superior influyen en los tiempos de viajes en los arcos. Estas variables son
tenidas en cuenta como parte de la parametrizacién de estos costes. Mds concretamente, el tiempo en
una interseccion regulada por un seméforo es la suma del tiempo empleado en la operacién parada-
arranque mas la espera en el mismo. Webster [234] desarrolla un férmula teniendo en cuenta estos
dos efectos bajo la hipéteis de que la llegada a la cola del seméforo es una variable aleatoria Poisson
de tasa de llegada constante. Su expresién analitica es

_ 9 (r1-p) L )
alp, fi) = ( 1— fl/kl * klpl(klpl - fl)

20
donde

fi es el flujo de entrada,
p1 es la proporcién efectiva del seméforo en verde,
k; capacidad del arco (flujo de saturacién),

T tiempo empleado por cada ciclo.

El modelo MPEC para el problema de regulacién semaférica del tréfico se formula como

minimizar Z = ZleACA alp, fi)fi

sujetoa p € P,
f resuelve VIP-TAP(c(p, -), Q).
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donde P representa la compatibilidad de los distintos controles semaféricos y F las restricciones de
capacidad de los arcos de la red.

Este problema tiene la misma estructura que el NDP, s6lo que aqui no hay inversién en la in-
fraestructura de la red y por ese motivo dichos costes de inversién no aparecen en la funcién objetivo.

Modelo combinado de control semaférico y tarifacién de la congestion. Varios autores
han considerado simultdneamente ambas acciones de gestién, entre otros Smith y otros [216], Patrik-
sson y Rockafellar [199].

Supongamos que entre las posibles acciones de gestién la autoridad considera las decisiones (p, 3)
y desea optimizar una funcién ¢ : P x R4l x R4l — R. Esta funcién puede incluir alguna medida de
eficacia en la red, asi como el beneficio/coste de las acciones.

Este modelo puede ser fomulado como

minimizar Z = ¢(p, 3, f)
sujetoa  p € P,
fer, [MPEC-TAP]
f resuelve VIP-TAP(c(p,-) + 5,Qs),

donde P representa la compatibilidad de los distintos controles semaféricos y P ciertas restricciones
de capacidad en los arcos de la red.

Modelo para la planificacién de frecuencias en redes de transporte piblico

Esta aplicacién considera el problema de establecer las frecuencias éptimas para las lineas de transporte
publico. Este problema fue abordado por Marin [166] en un contexto de optimizacién de un solo nivel,
en el que se optimizaba simultdneamente el interés de los usuarios y del operador del sistema.

En este apartado describimos el modelo de Constantin y Florian [55] que lo formula en un contexto
binivel.

Consideremos una red de transporte ptblico G = (N,.A) donde A es el conjunto de secciones
de ruta de la red de transporte piblico, y N es el conjunto de paradas. Denotamos mediante L el
conjunto de lineas.

El operador del sistema desea establecer una asignacién de la flota de N vehiculos al conjunto de
lineas £ de modo que se minimice el tiempo total de viaje en la red de transporte. Este problema
tiene una estructura binivel. En el nivel superior el operador disena los servicios de la red y por otro
lado los usuarios, en el nivel inferior, eligen la estrategia de viaje en la red disenada.

Las variables del modelo son

o nivel inferior: el vector de flujo en las secciones de ruta V € Rl y el vector de variables
dicotémicas que representan las linea comines a cada seccién de ruta, esto es, zj € {0,1} para
todose Ayl e A,

© nivel superior: las frecuencia para cada linea, esto es {¢; }1er

El tiempo total de viaje en la red, para un conjunto de frecuencias dado y para su correspondiente
estrategia de viaje viene dado por

> CuV,

seA

donde Cj es el tiempo de viaje (tiempo de espera més tiempo en el vehiculo) en cada seccién de ruta,
y Vs es el numero de usuarios en la seccién de ruta s € A.
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El niimero de vehiculos de una linea y su relacién con la frecuencia de la linea es ¢; = % donde T;
es el tiempo de viaje del origen al final de la linea, n; el nimero de vehiculos y ¢; la frecuencia de la
linea. Los requerimientos del tamano de la flota son tenidos en cuenta mediante la restriccién

Por otro lado se exige un nivel de servicio minimo para cada linea, esto es

o>, VIEL

El nivel superior fija las frecuencias de las lineas que sélo pueden tomar un conjunto discreto de
valores asociado a valores enteros del nimero de vehiculos en cada linea. Denotamos mediante ¢ el
conjunto de frecuencias factibles, es decir

@;:{(qsl)eyelﬁz ¢ > ¢, V€ L; ZﬁgN; %e]N,Vleﬁ}

e ¥t L

donde N es el conjunto de nimeros naturales (incluido el cero).

En el nivel inferior los usuarios minimizan su tiempo de viaje mediante la eleccién de una adecuada
estrategia de viaje.

Este modelo se formula como

minimizar Z =) _ , CsV;
sujetoa ¢ € P, [NDP-TEAP]
(C, V) resuelve el TEAP.

3 Sumario de la tesis

Los temas de investigacién cubiertos por esta tesis doctoral han estado enmarcados por la progra-
maciéon matematica por un lado y por su aplicacién a la planificacién del transporte urbano por otro.
En este contexto, se han desarrollado nuevos modelos de transporte, nuevos métodos para su resolu-
cién y nuevas aplicaciones. La investigacion realizada ha cubierto tanto los aspectos tedricos, como
computacionales de los problemas. Los resultados obtenidos se han agrupados en los siguientes seis
capitulos

§1 : Modelos de equilibrio con modos combinados.

§2 : La clase de algoritmos CG/SD en programacion convexa diferenciable: andlisis de la convergen-
cia.

83 : La clase de algoritmos CG/SD: estudio computacional.
84 : Calibracion de pardmetros y estimacion de matrices O-D en modelos combinados.
85 : Capacidad y tarifacién de aparcamientos disuasorios: un problema de diseno de redes.

§6 : Diseno de intercambiadores multimodales urbanos.
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La tesis se puede agrupar en dos partes. La primera constituida por los capitulos uno, dos y
tres trata temas de programacién matemaética en un solo nivel y la segunda, formada por el resto
de capitulos, aborda problemas de programaciéon matematica binivel. En el capitulo 1 se formula
un modelo combinado (de asignacién y particién modal) para modelizar viajes que emplean més de
un modo de transporte. Este modelo se denomina TAP-M. En el segundo capitulo se generaliza la
clase de métodos de descomposicién simplicial /generacién de variables en el contexto de programacién
matematica convexa diferenciable. En él se estudian las propiedades de convergencia finita y asintética.
En el tercer capitulo se evaliia computacionalmente estos métodos sobre redes no lineales uni producto
y sobre la version simétrica del modelo desarrollado en el capitulo 1. En el capitulo 4 se generaliza
el problema de estimacién de matrices O-D (DAM) al problema de estimar los pardmetros y matrices
O-D de un modelo combinado (CDAM). En este capitulo se sientan las bases para la elaboracién de
algoritmos heuristicos. Esta discusién es analizada a través de la aplicaciéon al modelo TAP-M. En
el capitulo 5 nos planteamos un nuevo problema de diseno de redes-tarifaciéon de la congestion para
calcular las tarifas y capacidades de un conjunto de aparcamientos disuasorios. Su resolucion se basa
en la técnica heuristica del simulado recocido. Concluimos nuestras discusiones con el andlisis de un
modelo (mixto) de diseflo de redes para el problema de los llamados intercambiadores multimodales
urbanos y problemas de expansién de la red de transporte publico. Se adaptan técnicas clasicas para
la elaboracién de algoritmos heuristicos a este problema.

81 : Modelos de equilibrio con modos combinados

Los viajes combinados son aquellos viajes que emplean varios modos de transporte. El ejemplo mas
usual es el denominado viaje park’n ride que consiste en emplear el coche privado para viajar del
lugar de origen a una parada de transporte piblico (por ejemplo una estacién de metro, cercanias,
tren regional, etc.) aparcar, y completar el intinerario empleando una o varias lineas de transporte
publico.

En este capitulo se formula mediante desigualdades variacionales un modelo combinado de asignacién
y particion modal donde los usuarios eligen ruta, modo de transporte y estacién donde efectuar el
intercambio modal. Se ha introducido un modelo de demanda logit anidado basado en dos niveles,
para modelizar primeramente la eleccién modal y posteriormente el nodo de intercambio. Este modelo
puede ser considerado una extensién al contexto de desigualdades variacionales del desarrollado en
Ferndndez y otros [73] y lo denominaremos TAP-M.

También se ha adaptado la descomposicion simplicial y una generalizaciéon del algoritmo de Evans
para este problema de desigualdades variacionales. Se han dado condiciones necesarias para su con-
vergencia y se ha estudiado computacionalmente el caso simétrico del modelo propuesto.

En la seccion 1.5 se ilustra su uso para el disenio paramétrico de intercambiadores multimodales
urbanos.

Marin y Garcfa [168] presentaron un analisis de las caracteristicas que debfan de tener los modelos
para disenar intercambiadores multimodales urbanos. Este trabajo constituye el punto de partida
del modelo aqui desarrollado. La seccién 1.5 fue presentada al III Congreso Nacional de Transporte
celebrado en Barcelona en junio de 1998. (Garcia y Marin [99])

§2 : La clase de algoritmos CG/SD en optimizacién convexa diferenciable:
analisis de la convergencia

En este capitulo generalizamos la clase NSD de Larsson y otros [154, 141] elaborada para resolver el
CDP(f, X). La principal diferencia entre ambas clases de algorimos radica en el principio de generacién
de columnas. Los algorimos de la clase NSD obtienen las columnas como solucién (truncada) de una
aproximacién cuadratica del problema original. En esta nueva clase, denominada de generacién de
columnas /descomposicién simplicial (CG/SD), la columna es obtenida mediante la aplicacién de
varias iteraciones de un algoritmo cerrado y de descenso (Zangwill [248]) a una funcién de mérito
que puede ser la propia funcién objetivo. Esta visién reemplaza el papel de los subproblemas CGP
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por el de algoritmos para generar columnas. La clase NSD es un caso particular de CG/SD donde
los algoritmos para obtener columnas son definidos a través de subproblemas. La segunda diferencia
radica en la gran libertad en la definicién de la regién factible del RMP. Esta nueva formulacion emplea
conjuntos compactos y convexos generales, no necesariamente conjuntos compactos poliédricos.

Los algoritmos CG/SD (como se pondré en evidencia en el capitulo 3) se pueden interpretar como
un medio de acelerar la convergencia de un algoritmo de optimizaciéon de puntos factibles mediante
un esquema de descomposicién simplicial (generalizada). En este contexto nos hemos planteado si
las propiedades de identificacién de restricciones y convergencia finita de la sucesién generada por el
algoritmo de optimizacién es heredada por la sucesién generada por los problemas RMP.

La formulacién de esta clase de algoritmos ha sido un proceso largo. En Garcia y Marin [96] se ob-
tuvieron las adaptaciones del algoritmo de Frank-Wolfe [88] y Evans [72] para el problema TAP-M en
su version simétrica. Comprobamos que la adaptaciéon de Evans tiene mejores propiedades de conver-
gencia. Este resultado es conocido en otro tipo de aplicaciones como Evans [72], Boyce [29], Williams
y otros [237]. En un principio optamos por mejorar el algoritmo de Evans introduciendo la modifi-
cacion de Horowitz [129] que cambia la funcién objetivo del problema de bisqueda unidimensional.
Esta modificacién no tiene garantizada, la convergencia como constatamos computacionalmente para
el TAP-M, y nos planteamos dos soluciones alternativas. La primera fue continuar con el camino
iniciado e introducir las modificaciones de Huang y Lam [130] para garantizar la convergencia. En
esencia consiste en aplicar la iteracién original de Evans cuando se llega a un punto muerto y mientras
tanto utilizar la modificacién de Horowitz. La otra solucién (que fue el camino elegido) era adaptar
la descomposicién simplicial para modelos combinados. El primer avance fue reemplazar el proble-
ma lineal de la fase de CGP en SD por los subproblemas de linelizacién parcial de Patriksson [193].
Este marco contenia el algoritmo de interés donde el CGP era un subproblema de tipo Evans. Los
resultados se presentaron en el congreso de ISMP 16" International Symposium on Mathematical
Programming en agosto de 1997 (Garcia y Marin [96]). Los resultados presentados estén en el trabajo
Garcia y otros [103]. Esta clase es equivalente (sin la prolongacién de las columnas) a la NSD. La
versién presentada en la tesis coincide con la dada en el trabajo Garcia y otros [104] y es la presentada
en el congreso ISMP 2000 17th International Symposium on Mathematical Programming (Garcia y
otros [105]).

83 : La clase de algoritmos CG/SD: estudio computacional

En este capitulo se hace un estudio computacional de la clase de algoritmos CG/SD para dos problemas
de flujos en redes. El primero es un problema uniproducto de flujo en redes no lineales y el segundo
es la versién simétrica del TAP-M.

El objetivo de este capitulo, ademds de probar la eficiencia de los métodos CG/SD, es entender el
por qué de esta mejora con respecto a las versiones clasicas de métodos de descomposiciéon simplicial
tales como RSD y SD.

El contenido aqui expuesto coincide con el trabajo Garcia y otros [106]. Los resultados de este
capitulo fueron aceptados para ser presentados en el congreso 8" EURO Working Group on Trans-
portation (Garcia y otros [107]) y en el TRISTRAN IV (Garcia y otros [109]). Otras aplicaciones de
la clase CG/SD, diferentes a las analizadas en esta tesis, se encuentran en el trabajo Garcia y otros
[108].

§4 : Calibracién de parametros y estimacion de matrices O-D en modelos
combinados

Este capitulo estd dedicado al problema de calibrar los pardmetros y estimar (actualizar) la matriz O-
D en los modelos combinados de equilibrio. Este problema es tratado a través del estudio del modelo
combinado TAP-M (desarrollado en el capitulo 1).

Se formula mediante la programacién matematica binivel un modelo, denominado CDAM, que
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unifica ambos problemas en uno solo. El nivel superior decide la combinacién del vector de pardmetros
y de la matriz O-D, de modo que el modelo combinado reproduzca lo mas fielmente posible toda la
informacién que se dispone (aforos, matrices desactualizadas, resultados de encuesta, etc.) En este
trabajo se demuestra la existencia de soluciones, incluso cuando el conjunto de aforos sea inconsistente
o incompleto. Este resultado estd basado en el trabajo de Chen y Florian [48] que demuestran la
existencia de soluciones para el problema de estimar las matrices O-D en el problema de asignacion
de tréafico (DAM). En este contexto, se requiere emplear una adecuada formulacién de las condiciones
de equilibrio para estudiar la dependencia continua entre los flujos en equilibrio y los parametros del
modelo.

La motivacion para la elaboracién del CDAM es doble. Por un lado se busca una mejor estimacion
tanto de los pardmetros como de la matriz (situacién que es ilustrada mediante un ejemplo simple)
basdndose en el hecho de considerar ambos problemas simultdneamente y por otro lado se desea
obtener dichas estimaciones empleando toda la informacion disponible tales como aforos, resultados de
encuestas, matrices desactualizadas, etc. Esta flexibilidad permite realizar la estimacién sin necesidad
de recurrir a encuestas y por tanto a un procedimiento muy econdémico.

La seccion dedicada a la calibracién del modelo y los problemas derivados de la sobreespecificacion
de los parametros fue presentado en el congreso EURO XV-INFORMS XXXIV Joint International
Meeting (Garcia y Marin [95]) celebrado en Barcelona en 1997. La primera formulacién conjuta de
los problemas de estimacién y calibracién, asi como la adaptacién de varios algoritmos heuristicos,
distintos de los aqui desarrollados, fue presentada en el III Congreso de Ingenieria del Transporte
celebrado en 1998 en Barcelona (Garcia y Marin [98]). La versién actual fue presentada en el congreso
6" EURO Working Group on Transportation (Garcia y Marfn [97]), la cual ha sido enviada para su
publicacién.

§5 : Capacidad y tarifacion de aparcamientos disuasorios: un problema de
diseno de redes

En este capitulo se aborda el problema de disenar aparcamientos disuasorios, donde los usuarios
puedan aparcar sus coches y completar su viajes en transporte publico. Hemos considerado como
variables de interés para este problema las tarifas de los aparcamientos y sus capacidades. Suponiendo
que la localizacién de los aparcamientos ya ha sido decidida, el problema es un problema continuo
de diseno de redes. En el nivel superior se fija un plan de aparcamientos, definido por las variables
capacidad y tarifa de los aparcamientos, y en el nivel inferior los usuarios eligen su ruta, modo de
transporte y aparcamientos en la red de transporte disenada. El modelo asume restricciones de
inversién y el objetivo es disminuir la congestién en parte de la red de transporte (por ejemplo, en la
red de tréfico). Este modelo puede considerarse un hibrido entre un problema puro de diseno de redes
(determinar la capacidad de ciertos arcos) y un problema de tarifacién de la congestién (tarifacién de
los aparcamientos).

En la red multimodal los aparcamientos estan representados por arcos y su funcién de congestion
representa el coste generalizado de aparcamiento en funciéon de la capacidad, nimero de usuarios,
tarifa, distancia a la parada, etc. El problema es encontrar la parametrizaciéon adecuada de estas
funciones. (Dos pardmetros por aparcamiento).

Este trabajo ha sido presentado en X Congreso Latino Americano de Invetiagcion de Operaciones,
celebrado en septiembre del 2000 en México D.F (Garcia y Marin [101]) y ha sido enviado para su
publicacién.

§6 : Metodologia para el diseno de intercambiadores multimodales urbanos

En este capitulo se aborda el diseno de intercambiadores multimodales urbanos en un contexto de
planificacién estratégica.

Se asume que se esta gestionando un sistema de transporte publico formado por dos redes de trans-
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porte. La principal (por ejemplo cercanias-metro) ofrece viajes de larga distancia, mientras que la red
secundaria (formada por ejemplo autobuses locales) tiene el objetivo de alimentar a las lineas princi-
pales. Se supone que nuevas lineas de la red principal han sido diseniadas y se desea localizar sobre ella
nuevas estaciones. Las estaciones que disponen facilidades adicionales como aparcamientos disuasorios
o que estan alimentadas por la red secundaria se denominan intercambiadores multimodales urbanos.
El modelo que planteamos resuelve la localizacién de los intercambiadores, la capacidad y tarifas de
sus aparcamientos disuasorios y el tipo de diseno adecuado de la red de alimentacién. Este es un
problema de diseno de redes mixto, es decir, con variables discretas (localizacién de intercambiadores
y diseno de la red secundaria) y continuas (precio y capacidades).

El modelo ha sido formulado mediante programacion matemaética binivel. La complejidad del pro-
blema junto al horizonte temporal de la planificicacién han conducido a un nuevo modelo de equilibrio
multimodal entre oferta y demanda. Las diferencias respecto al TAP-M va en dos direcciones. La
primera es un nuevo nivel en el modelo (de demanda) logit anidado con el fin de recoger la eleccién,
de aparcar en el intercambiador o fuera de él, que hacen los usuarios. La segunda diferencia esta en
el modelo de red de transporte (oferta de transporte). En este modelo no se tiene en cuenta como
nuestras variables de diseno afectan a la congestién, es decir, se ha considerado un nivel de congestion
independiente de nuestras variables de diseno. Se han considerado dos formulaciones del modelo una
mediante programacion matematica y otra mediante una formulacién de tipo punto fijo, asi mismo se
ha adaptado un algoritmo de Gauss-Seidel para la resolucion de la segunda formulacion.

La complejidad del modelo nos ha hecho considerar iinicamente el problema de localizar los inter-
cambiadores y elegir el diserio de la red de acceso (modelo de programacién binivel no lineal entera).
Hemos aplicado tres métodos heuristicos para resolverlo. El primer método esta basado en los algo-
ritmos golosos (progresivo y regresivo), el segundo es de bisqueda local o de intercambio y el tercero
es una version discreta del simulado recocido. (Ver por ejemplo Nemhauser y Wolsey [178]).

Este trabajo ha sido presentado en el congreso 7" EURO Working Group on Transportation cele-
brado en 1999 en Espoo, Finlandia (Garcia y Marin [100]) y ha sido publicado en el libro Mathematical
Methods on Optimization in Transportation Systems de Kluwer Academic Publishers. Garcia y Marin
[102).



Capitulo 1

Modelos de equilibrio con modos
combinados

Resumen

En este capitulo desarrollamos un nuevo modelo para el problema de asignacién en equilibrio en redes
multimodales con modos combinados (TAP-M). TAP-M estd formulado en base a un modelo genérico
de asignacion de usuarios en redes de transporte publico, de un modelo general de asignacién de trafico
y de un modelo de demanda logit anidado. Se han considerado dos niveles de anidamiento. En el
primer nivel se elige el modo de transporte entre las alternativas consideradas que se clasifican en
puras (un tnico modo de transporte) y combinadas (varios modos de transporte). Para los viajes
combinados se introduce un segundo nivel de anidamiento, para representar la elecciéon del nodo de
transferencia entre las redes de trafico y transporte piblico.

Se plantean las condiciones de equilibrio para las tres elecciones consideradas: eleccién de ruta, elec-
cién de modo y eleccién de nodo de transferencia, y posteriormente son formuladas matematicamente
mediante un problema de desigualdades variacionales en el espacio de flujo en los hipercaminos. En el
caso de que los costes sean simétricos este modelo es formulado mediante un problema de optimizacion.
(Apéndice III)

Se han desarrollado dos algoritmos de generacién de columnas/descomposicién simplicial para este
modelo. El primero es la adaptacion de la clasica descomposicion simplicial restringida y el segundo es
el algoritmo de linealizacién parcial (Evans [72]) integrado en un esquema de descomposicién simplicial.
Se ha considerado una condicién suficiente para la convergencia de estos algoritmos.

Se ha especializado la adaptacion de los algoritmos anteriores al caso de que el problema variacional
pudiera ser formulado en el espacio de flujo en los arcos. En este caso se muestra, basdndose en el
hecho de que la funcién de demanda logit anidada es separable, que el RSD aplicado al problema de
trafico es equivalente a la adaptaciéon del RSD para el TAP-M.

Se han incluido pruebas computacionales para el caso simétrico del modelo, obteniendo que la
adaptacion tipo Evans posee mejores propiedades de convergencia.

El capitulo finaliza con una demostracién de como puede ser empleado el TAP-M en el diseno
paramétrico de intercambiadores multimodales urbanos. En esta seccién se ha considerado una red de
transporte de prueba y sobre ella se muestra cémo el modelo permite evaluar ciertas intervenciones.

Palabras clave: Modelos de equilibrio en redes multimodales con modos combinados, modelos de
gestion de transporte urbano, descomposicion simplicial, desigualdades variacionales, intercambiadores
multimodales urbanos, diseno de redes.
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1.1 Introduccion

La atencién de los investigadores hacia la modelizaciéon de redes urbanas se ha visto incrementada
recientemente por un auge de los programas de gestién del trafico y de su congestion. Muchos de
estos modelos son formulados mediante problemas de optimizacién con restricciones de equilibrio. El
problema interior es un problema de asignacion a redes en equilibrio y el problema exterior toma las
decisiones buscando mejorar la eficiencia de la red de transporte.

En la planificacion estratégica de sistemas urbanos de transporte los llamados modelos combinados
son una herramienta adecuada para describir el comportamiento de los usuarios (en el nivel inte-
rior) de la red de transporte. En la actualidad se puede considerar satisfactoria la investigacién
en los modelos combinados con un tinico modo de transporte. Se han desarrollado formulaciones
mediante desigualdades variacionales y modelos de optimizacion, modelos de asignacién determinista
y estocéstica que han dado excelentes resultados en las aplicaciones. Evans [72], Florian y otros [86],
Erlander [71], LeBlanc y Farhangiam [145], Ludgren y Patriksson [151]. Revisiones del estado de arte
en estos modelos se pueden encontrar en Boyce [29], Ferndndez y Friesz [74].

Los problemas de diseno de redes (NDP) que estén focalizados en la tarifacién de los servicios
de transporte publico, la construcciéon de una nueva linea de transporte publico o el establecimiento
de frecuencias de las lineas, requieren de la representacién de la red multimodal. Esto ha motivado
la extensién de los modelos combinados con un tnico modo de transporte a su forma més general
de modelos combinados multiusuario-multimodales. Estos modelos tienen la ventaja anadida de que
pueden recoger las interacciones entre modos o la representacién de varios tipos de usuarios. Por
ejemplo, Ferrari [75] propone un modelo de gestién de transporte urbano donde la autoridad tiene el
control sobre decisiones tales como tarifacién de la red viaria, precios y caracteristicas del servicio del
transporte publico. Este modelo estd formulado mediante la programacion binivel, el nivel inferior
esté definido por un modelo combinado multimodal.

Importantes avances han sido realizados en los pasados veinte anos en la formulaciéon y analisis de
los modelos de equilibrio multimodales (Florian 78], Abdulaal y LeBlanc [4], Dafermos [60], Florian
y Spiess [87], Ferrari [75]). Estos modelos consideran varias alternativas de viajar de un origen a
un destino mediante un modo de transporte puro, por ejemplo, usando el coche privado o mediante
transporte publico. Asumiendo una funcién de demanda (por ejemplo un modelo tipo logit) se pro-
duce la particién modal de viajes de acuerdo al coste de transporte en cada una de las alternativas
consideradas.

Lam y Huang [137] proponen un modelo combinado de distribucién y asignacién para multiples
clases de usuarios en la red (multimodal) de trafico en la que el tiempo de viaje en los arcos es idéntica
para todos los usuarios. Toint y Wynter [227] abordan la formulacién del problema asimétrico de
asignacioén de trafico multiusuario proponiendo una formulacién general para evitar inconsistencias en
la modelizacién del comportamiento.

Bifulco [27] desarrolla un modelo de asignacién estocéstica multiusuario para evaluar politicas de
planificacién de aparcamientos en areas urbanas. Este autor emplea un modelo probit como modelo
de demanda para representar las elecciones de aparcamiento y camino. Como modelo de oferta
emplea una representacion de la red de trafico generalizada para incluir los aparcamientos e incluye
los mecanismos de interaccion entre oferta y demanda. La extension de este modelo para considerar
la eleccion del modo de transporte puede realizarse empleando un esquema de hipercaminos.

Muchos viajes urbanos emplean més de un modo de transporte (viajes combinados), el més usual es
el denominado park’n ride. La promocién de los viajes combinados requiere de herramientas adecuadas
que permitan tener en cuenta los atractivos de estos viajes. Estas herramientas deben recoger la
congestion de la red de trafico, las frecuencias de los servicios, precios del transporte publico y de
los aparcamientos, y todas sus interrelaciones. Hay dos modelos en la literatura que consideran
explicitamente los viajes combinados. Florian y Los [83] desarrollaron un modelo para la distribucién
de usuarios de tipo park’n ride que determina la matriz origen-destino de la primera componente del
viaje combinado, es decir, de su origen al aparcamiento. El interés de este problema se deriva de la
necesidad de predecir los cambios en los flujos de trafico en funcién de las politicas de aparcamientos
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relativas a capacidades de aparcamiento, creacién de nuevos aparcamientos y cambio en los precios.
El inconveniente, es que la matriz O-D de viajes combinados es un dato del problema, considerandose
ademds una matriz fija, lo que no permite tener en cuenta la naturaleza elastica del problema en
funcion de las facilidades de transferencia entre redes.

La eleccién del nodo de transferencia (intercambiador) en los anteriores modelos es una consecuen-
cia de la fase de asignacién en las que se calculan los caminos empleados en la red multimodal y se
asigna la correspondiente matriz de viajes O-D. Es decir, la eleccion del intercambiador esta implicita
en la eleccién del camino.

En muchas grandes ciudades, la politica de planificacién para promover el uso de transporte publico
en detrimento del vehiculo privado se basa en el disenio de sistemas de transporte publico de alta ca-
lidad y altamente interconectados. Este objetivo es alcanzado a través de la introduccion de los
intercambiadores multimodales urbanos donde se interconectan varias redes de transporte ptblico.
Unas redes pueden ser consideradas como principales (por ejemplo la red de cercanias y metro) cuyo
objetivo es ofrecer viajes de gran distancia y las otras redes pueden ser consideradas secundarias (au-
tobts, tranvias, etc.) cuyo objetivo es alimentar las redes principales. Ademas, estos intercambiadores
ofrecen facilidades para otras formas de transporte como coches privados, bicicletas, taxi, andando,
etc.

Un adecuado marco de modelizaciéon del diseno de estos intercambiadores debe tener en cuenta
explicitamente la eleccién del nodo de transferencia por los usuarios. Para ilustrar su importancia
basta considerar un viaje combinado cercanias-metro mediante dos nodos de transferencia distintos.
El tiempo de viaje en ambos caminos puede no diferir significativamente. Si los modelos asignan
la demanda al camino minimo, ningiin usuario emplearia el intercambiador asociado al mayor coste
de transporte. En la realidad, si esta diferencia de coste no es significativa, los usuarios elegiran el
intercambiador atendiendo a su atraccion relativa basada fundamentalmente en factores no incluidos
en el coste generalizado del viaje, como son la seguridad, confort, etc. y por tanto los usuarios
emplearan ambos intercambiadores.

Esta misma cuestién puede plantearse en la eleccién de la parada donde comenzar el viaje (puro) en
transporte publico. Como el acceso a las paradas candidatas se realiza andando existe (posiblemente)
gran diferencia entre los costes de viajes de las alternativas, haciendo determinante el coste de viaje.

El problema de disefio de intercambiadores requiere de la modelizacién de la eleccién que realizan
los usuarios del nodo de transferencia entre redes de transporte publico, asi como un modelo de
asignacién de pasajeros en redes en equilibrio, como los desarrollados en Nguyen y Pallotino [181],
Spiess y Florian [220], De Cea y Fernandez [44], Wu y otros [240]. Para abordar el problema de
la congestion en redes de transporte piblico se requiere de costes asimétricos y por tanto, de una
formulacién variacional del problema.

Modelos de asignacion donde explicitamente se identifique la elecciéon de los usuarios del nodo de
transferencia no han recibido mucha atencién en la literatura. Ferndndez y otros [73] presentaron
varios modelos con modos combinados. Su modelo P3 tiene en cuenta explicitamente la eleccion del
nodo de transferencia para los viajes combinados mediante un modelo de demanda logit anidado. La
formulacién empleada asume costes simétricos. Esta limitacién reduce su aplicabilidad.

El modelo desarrollado en este capitulo puede ser considerado una extensién del desarrollado en
Ferndndez y otros [73] al caso de costes asimétricos, imprescindibles para recoger un modelo genérico
de asignacién de usuarios en transporte piiblico, que asume el primer principio de Wardrop (DUE) en
cada red modal para modelar la eleccién de la ruta. Ejemplos de este tipo de asignacién en transporte
publico son Nguyen y Pallotino [181], Spiess y Florian [220], De Cea y Ferndndez [44], Wu y otros
[240], etc. Ademds posee una gran flexibilidad ya que su formulacién permite emplear un determinado
modelo de asignacién de transporte publico y una determinada representacién de la red de trafico.

El modelo propuesto emplea una distribucion logit anidada para describir la eleccion del modo de
transporte y nodo de transferencia. Si se deseasen considerar modelos méas generales de demanda se
podrfa recurrir al esquema de punto fijo de Cantarella [37].

Se han desarrollado dos algoritmos para la formulacién variacional del TAP-M basada en el esquema
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de descomposicién simplicial de los trabajos de Lawphongpanich y Hearn [144], Larsson y otros [141],
Patriksson [198]. El primer algoritmo es una descomposicién simplicial desagregada (DSD, ver Larsson
y Patriksson [140]) para el TAP-M, y el segundo algoritmo es obtenido reemplazando el subproblema
lineal por el subproblema de linealizacién parcial del método de Evans [72]. Este algoritmo, en un
contexto de optimizacién (no de desigualdades variacionales), ha sido empleado en Damberg y otros
[64], Ludgren y Patriksson [151], Garcia y Marin [94].

El modelo de asignacion de trafico puede ser formulado en el espacio de flujo en los arcos. Esta
situacién no siempre es posible en asignacién de transporte publico. Si el modelo de asignacién de
pasajeros (TEAP) empleado tuviese esta propiedad entonce el TAP-M se podria formular en el espacio
de flujo en los arcos. Hemos discutido la especializacion de los dos anteriores algoritmos para este
caso, demostrando que éste es equivalente a la aplicaciéon del RSD al TAP, donde las variables de
demanda son tratadas como si fueran nuevos flujos.

1.2 Modelos de equilibrio con modos combinados

La principal cuestién a la hora de modelar los viajes en modos combinados es decidir que elecciones
son representadas por el modelo de oferta (red de transporte) y cudles por el modelo de demanda. En
nuestro modelo la eleccién de la ruta estd representada en el modelo de red multimodal y la eleccién de
modo de transporte e intercambiador en el modelo de demanda. En las proximas secciones formulamos
estos dos elementos del modelo TAP-M.

1.2.1 Modelizacion de la demanda

La promocién de los viajes combinados requiere de modelos que ayuden a la toma de decisiones. Estos
modelos deben tener en cuenta la competencia entre modos de transporte (Ben-Akiva y Bowman [15]).
Nuestro modelo considera las siguientes alternativas de viaje:

(a) Coche privado. El niimero de usuarios que emplea esta alternativa de transporte para la demanda
O-D w es denotado por g&.

(b) Transporte publico con acceso andando o en bicicleta. El nimero de usuarios que emplean esta
alternativa para el par O-D w es denotado por gf,.

(c) Transporte publico con acceso en coche privado (park’n ride). El nimero de usuarios en esta
alternativa empleando el nodo de transferencia ¢ € T' los denotaremos por g, ;.

(d) Otros (andando, en motocicleta o en bicicleta). Esta alternativa estd formada por el resto de
formas de transporte que no han sido son consideradas anteriormente. El niimero de usuarios
para esta alternativa es denotado por g¢ para el par O-D w.

El modo de transporte (¢) es un viaje en modo combinado sobre el sistema de transporte. Este
modo incluye las alternativas automévil-tren regional, automévil-metro, etc. El modo de transporte
(b) incluye viajes combinados como autobis-metro ademds de los modos puros: metro, autobis, tren
regional, etc. Por claridad en la exposicion supondremos que solamente los usuarios de park’n ride
eligen nodo de transferencia explicitamente y para el resto de viajes combinados esta eleccion estd
determinada por la eleccién de la ruta. La alternativa (d) recoge todos los modos de transporte que
no estan afectados por la congestion de la red de transporte.

Hemos considerado un modelo de demanda logit anidado para desagregar el nimero total de viajes
por modos de transporte e intercambiadores. La figura 1.8 muestra la estructura jerarquica en las
elecciones efectuadas por los usuarios. Primeramente se elige el modo de transporte y posteriormente
los usuarios de modos combinados eligen el nodo de transferencia.
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Figura 1.1: Modelo de demanda del modelo TAP-M

Las proporciones de viajeros estdn dadas para cada par O-D w, y cada modo k € {a,b,c,d},
mediante la férmula

k fex
, exp 1 —(a” + 51U,
Gh(U?) = pi i i . (1.1)
Zk"e{a,b,c,d} exp {—(a* + B1UE™)}
donde UF* es el coste generalizado de viajar en el par O-D w mediante el modo k, que corresponde al
uso 6ptimo de la red, {U} es el vector de costes generalizados para todos los modos considerados y
aF, 1 son pardmetros de la funcién logit.

Los modelos logit anidados son ampliamente empleados en al literatura (ver Hunt y Tepley [131],
Ferndndez y otros [73]) para modelar la eleccién de aparcamientos. El modelo explicitamente incluye
la eleccién del nodo de transferencia ¢ (aparcamiento) en el contexto de viajes park’n ride, (c), y para
la demanda w mediante la funcién logit

exp {—(af + U}
Sver, exp{ (0§ + BU) }

Go (UL = (1.2)

donde T, es el conjunto de nodos de transferencia para el par w y UZ" es el coste de viaje en modo
combinado para el par w a través del nodo de transferencia t. Denotamos por US* el vector de estos
costes.

El coste de la alternativa (c) para el par w, US*, es calculado como el “log-suma” de los costes a
través de los nodos de transferencia

U = ;—21 log (Z exp {—(af + ﬁQUf,Tt)}) . (1.3)

teTy,
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Los parametros af con t € T representan el atractivo del nodo de transferencia ¢, debido a factores
no incluidos en los costes generalizados Ug" tales como: seguridad, confort, etc. y (2 pondera la
importancia de los costes generalizados en el proceso de decision.

El modo (d) considera un conjunto de alternativas que no estan afectadas por la congestién, tales
como el modo andando (d;), en bicicleta (dz2), en motocicleta (d3), etc. El coste generalizado para el
modo (d) serd calculado como el “log-suma” de las utilidades de cada subalternativa, es decir

-1
de* = —log Z exp {—(ozk + BgUf*)} ,
3 ke{dy,dz,ds}

donde B33, a®, a2 o son pardmetros a estimar. Este coste es constante e independiente de los niveles
de servicio en la red.

Las relaciones (1.1) y (1.2) desagregan la demanda. El nimero de usuarios que viajan en el modo
k € {a,b,c,d} en el par O-D w es calculado por

9 = G5(UL) s (1.4)

y el nimero de viajes para el par w empleando la alternativa park’n ride a través del intercambiador
t, es calculado mediante la formula

9o = G4 (UZ)GE (U)o (1.5)

1.2.2 Modelizacion de la red de transporte

En este modelo consideramos una red de transporte multimodal G que esta formada por una red de
trafico G¢* = (N%, A), una red de transporte piblico G* = (N° B) y un conjunto 7' de nodos de
transferencia entre ambas redes. Para simplificar el modelo se asume que los arcos empleados en la
representacion de los intercambiadores son incluidos en el conjunto de arcos A U B, donde los arcos
pedestres son incluidos en B, mientras que los asociados con los aparcamientos son incluidos en A.

El modelo de demanda considera un conjunto de pares w = (4,7), donde % es el nodo origen y j
el nodo destino. Denotamos mediante W el conjunto de estos pares. Los viajes combinados inducen
un conjunto de demandas adicionales en cada red modal. En la red de trafico aparecen demandas
del tipo (i,t) que unen los nodos origenes con el aparcamiento de los intercambiadores. En la red
de transporte publico se anaden a los pares definidos por la matriz de viajes O-D la demanda de
viajes entre el intercambiador y el final del trayecto, esto es, aparecen nuevos pares de la forma (¢, 7).
Definimos

We=WuU{(,t)|teT,, yw=(i7) € W},
Wb=Wu{(t,j)|teT,, yw=(ij) €W},

donde T, es el conjunto de intercambiadores empleados por el par w.

En la red de trafico el conjunto factible de flujos en los arcos, 2%, esta definido

Q*=cheR" | Y hy=g% YweW* h>0p,
pePS

donde P es el conjunto de caminos que conectan el par w sobre la red G*, h,, es el flujo a través del
camino p; y a es el cardinal del conjunto de caminos P* = U,cw«P%. Suponemos que la eleccién de
la ruta en la red G* satisface el primer principio de Wardrop [233]

=0, si h¥>0;
* ax* ) D ’
G~ U {>0, si h: = 0.

P w

Vp e P), Ywe W, (1.6)
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donde UZ" es el minimo coste de transporte de i a j y C; es el coste en equilibrio del camino p.
Se puede demostrar que las anteriores condiciones de equilibrio (1.6) pueden formularse alternativa-
mente mediante el siguiente problema de desigualdades variacionales: encontrar un vector h* € Q¢
satisfaciendo

[VIP(C?, Q)]
C?(h*)T(h—h*) >0, Vhe Qe

donde h* es el flujo de los caminos en el equilibrio y C%(h) es la funcién vectorial de coste en los
caminos cuyas componentes son (Cp(h))p,epe. La primera formulacién variacional del problema de
asignacién de trafico para el caso asimétrico fue realizada por Smith [213] y Dafermos [59].

Este problema también puede ser formulado en el espacio de los flujos en los arcos
¢ ={f| f=0h, con heQ}

donde 6 es la matriz de incidencia arco-camino. El valor del elemento 6if de la matriz §°F es 1 si
el camino p € P contiene el arco [ y 0 en caso contrario. VIP(C%, %) es equivalente a encontrar un

e [VIP(c, )]
c (F)T(f— ) >0, Ve,

donde f* es el flujo en los arcos en equilibrio, ¢®(f) es la funcién vectorial de coste en los arcos cuyas
componentes son (¢;(f));ca, siendo ¢;(f) el tiempo de viaje en el arco [ € A para el vector de flujo en
los arcos f.

La relacion entre el coste en los caminos y en los arcos viene dada por la expresiéon

Cp(h) =Y a(f)df,, pePl, weW" (1.7)
leA

La red de transporte publico consta de un conjunto de lineas de metro y cercanias. Esta red es
representada mediante un grafo que contiene cuatro tipos de arcos: arcos pedestres, arcos de espera,
arcos asociados a desplazamientos en vehiculos y arcos de transbordo/acceso a lineas. Es posible
incluir el problema de lineas comunes de autobts, metro o trenes regionales mediante el concepto de
hipercamino, que es méds general que el concepto de camino. Nguyen y Pallotino [181].

En las cuatro décadas anteriores se han formulado varios modelos para la asignacién de pasajeros
en redes de transporte publico congestionadas. Estos modelos se basan en diferentes hipétesis para
describir el comportamiento de los usuarios (Bouzaiene-Ayari y otros [28]). En este trabajo no se
asume ningin modelo determinado para el TEAP, debido a que el interés del modelo esta en describir
como los usuarios pueden emplear la red de trafico y transporte piblico para realizar su viaje.

Denotamos el espacio de flujo en los hipercaminos por QY. Este conjunto viene definido por

Qb — heéRE‘thzgg, Voewb: h>0Y,
pEPY

donde h,, es el flujo en el hipercamino p; g’ es la demanda de viajes del origen i € N° al destino
j € N° w=(i,7), P’ es el conjunto de hipercaminos del origen i al destino j en la red G°, y b es la
cardinalidad del conjunto P® = U, gy PY.

Supondremos que los usuarios eligen la ruta dentro de G® de acuerdo al primer principio de Wardrop
[233]

C* o Ub*

" - {:O’ st fy > 0; pe Pl weWw?, (1.8)

>0, si hl=0.

donde Ub* es el coste minimo de viaje entre i y j y C,, el coste del hipercamino p en el equilibrio. Se
puede demostrar que las condiciones de equilibrio (1.8) pueden fomularse alternativamente mediante
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el siguiente problema de desigualdades variacionales (Bouzalene-Ayari y otros [28]): encontrar un
h* € Q° cumpliendo

[VIP(C", Q)]
C'(h*)T(h—h*) >0, Vhe Q,

donde h* es el flujo de los hipercaminos en equilibrio y C?(h) es el coste en los hipercaminos, cuyas
componentes son (Cy(h)),eps.

El coste (esperado) de los hipercaminos es calculado en funcién de los costes de viajes y de los
tiempos de espera en las paradas. Este modelo asume que el coste se puede calcular para cualquier
hipercamino.

La red multimodal G integra las redes de transporte G y G, v un usuario puede viajar en G
empleando un camino p € P%, un hipercamino p € P’ o un hipercamino combinado p = (pa,pp)
donde p, € P* y p, € P?. Denotamos por P¢ el conjunto de hipercaminos combinados. Este cojunto
cumple P¢ C P® x P y P = P®U P® U P¢ que es el conjunto de todos los caminos/hipercaminos
en la red multimodal G. Denotamos por P, el subconjunto de hipercaminos de P que pueden ser
empleados para satisfacer el par O-D w.

Hay dos asuntos fundamentales en la modelizacién de hipercaminos combinados:

o Compatibilidad de flujos. La primera dificultad aparece del hecho de que los flujos en la red de
trafico son calculados en unidades vehiculares, mientras que en la red de transporte publico el
flujo se calcula en niimero de usuarios. Hemos introducido la tasa de ocupacion vehicular para
transformar nimero de vehiculos en nimero de usuarios. Este pardmetro es denotado por 7,
con w € W. El flujo h, para cualquier p € P y los flujos en los arcos de la red G® son evaluados
en numero de usuarios y el flujo en los arcos de la red de trafico son valorados en nimero de
vehiculos. Las restricciones para transformar el flujo en los caminos/hipercaminos en flujo en
los arcos son

1

fo= D =D dwhy |, 1€A, (1.9)
wew @ pEP,

fo= > D] ophy|, 1eB. (1.10)
weW \peP,

Estas restricciones pueden ser expresadas matricialmente por f = §th, donde ¢f es la matriz de
incidencia arco/ruta en la red multimodal G cuyos elementos ¢, estan definidos por

,%, siel arcol € Ay [ es usado por el camino p € P,;
dip=14 1, sielarcol € Byl es usado por el camino p € P,; le AUB, peP,, weW.
0, en otro caso.

¢ Compatibilidad de costes. Una importante cuestién es saber como los costes generalizados
se pueden incluir en el modelo de demanda para asegurar compatibilidad entre las medidas
obtenidas de las dos redes diferentes. Los costes de viaje en la red de transporte publico y en
la red de trafico tienen diferente naturaleza. Por ejemplo, se puede considerar que los tiempos
andando son mds importantes para los usuarios que los tiempos en los vehiculos. Hemos incluido
dos parametros, 8, y 6, para homogeneizar los costes de ambas redes.

El coste en un camino de la red de trafico estd dado en funcién del nimero de vehiculos. La
introduccién de 7, (tasa de ocupacién vehicular para el par O-D w) nos permite transformar el
coste Cp, p € PJ, que estd expresado en unidades vehiculares, a coste por nimero de usuarios.
Esto nos permite comparar con los costes Cp, p € P£ en la red de transporte ptblico.

Definimos

9. ¢, (h), €EPY weW;
<h>{ o Golh), 7 7 (1.11)

0,Cy(h), pe P weW.
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donde C), representa el coste del camino/hipercamino en cada red G* y Gb.
El coste de un camino combinado p = (p,,pp) € PS se calcula como la suma del coste en cada
componente

Cp(h) = 9—“(}% (h) + 6,Cy, (h). (1.12)

w
Notar que el mismo camino en la red de tréfico uniendo un origen i y un nodo de transferencia
t, conduce a dos costes diferentes, dependiendo del hipercamino combinado en el que se integre.
Esto es debido a las posibles diferentes tasas de ocupacion segin los pares O-D w. Para resaltar
este hecho introducimos la notacién
b,

w

Qi

y el coste del hipercamino combinado es expresado por

Cp(h) = épa,w(h) + épb(h)’ b= (pa»pb) eEP;, weW.

Para representar las condiciones de equilibrio es necesario introducir los siguiente conjuntos de
hipercaminos

Pg; es el subconjunto de hipercaminos de Fj que viajan a través del nodo de transferencia ¢.
P} es el conjunto de caminos que conecta el origen i con el nodo de transferencia ¢ sobre la red G°.

Ptbj es el conjunto de hipercaminos conectando el nodo de transferencia ¢ con el destino j sobre la
red G°.

La alternativa (d) no estd afectada por la congestién y por esta razén la red de transporte relativa
a esta alternativa no es tenida en cuenta. Lo relevante es que su coste de transporte es constante y
éste lo denotamos por U%* con w € W. Consideramos que el conjunto de caminos que satisfacen la
demanda w mediante el modo (d) es unitario. Este conjunto es PY = {p%} y Cpa (hya) = UZ*.

1.2.3 Condiciones de equilibrio

Las condiciones de equilibrio constan de los siguientes tres conjuntos de condiciones.

C1: Eleccién de ruta. Un modelo de asignacion en redes en equilibrio tiene como objetivo
proveer una descripcién macroscépica de los volimenes de tréfico-usuarios resultantes de
la eleccion de ruta efectuada en la red multimodal. Esta elecciéon en cada red modal es
efectuada mediante el primer principio de Wardrop, y puede ser formulado por

(ga/’)/w)c; - Uz

{:O, si hy >0, pEP, weWe,

>0, si hy,=0,
=0, si hX>0

* _ ax b P b
(ea/'Yw)Op it,w { >0, si h; =0,
=0, si hy>0,
>0, si h; =0,
=0, si h; > 0,
>0, si h; =0,

p€ P, (i,t) e W9, (1.13)

0,C;; — UY* pePl weWw?,

0,.Cy — Upy pEe Py, (t,j)ewW'

Para los viajes combinados de tipo park’n ride el coste generalizado es

=UL,+ U, teT,, weW. (1.14)

w,t T ty o
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C2: Eleccién del modo de transporte. La proporcién de usuarios en cada modo k € {a,b,c,d} y
para cada par w € W, es dada mediante la funcién de demanda G* definida en (1.1), donde
la utilidad para la alternativa (c), US*, es calculado por (1.3). Cuando estas proporciones
son alcanzadas ningun usuario tiene unilateralmente el incentivo de cambiar de modo de
transporte.

C3: Eleccidén del nodo de transferencia. La proporcién de usuarios en modo combinado park’n
ride eligen cada nodo de transferencia t € T, y para cada par w € W de acuerdo a la
funcién de demanda G¢,, definida en (1.2). Cuando estas proporciones son alcanzadas
ningin usuario del modo combinado tiene el incentivo de cambiar unilateralmente de nodo
de transferencia.

Condicién unificada de equilibrio

Las condiciones de equilibrio se han introducido mediante tres conjuntos diferentes de condiciones C1,
C2 y C3. El primer conjunto describe la eleccién de la ruta/estrategia en cada red de transporte, el
segundo la eleccién del modo de transporte y el tercer conjunto el nodo de transferencia para los viajes
combinados. En esta secciéon se da una formulacién unificada de las tres condiciones. Si un usuario
elige un hipercamino en la red multimodal G, implicitamente ha elegido un modo de transporte,
ruta/estrategia y un nodo de transferencia para la alternativa en modo combinado. Consideremos
que cada hipercamino en la red multimodal tiene un coste de equilibrio extendido que modeliza estas
elecciones implicitas. El comportamiento de los usuarios es por tanto formulado como una version del
primer principio de Wardrop, donde un usuario elige el hipercamino para realizar el viaje con menor
coste extendido. Todos los hipercaminos usados en el equilibrio poseen el mismo coste extendido y
éste es igual o menor al coste extendido del resto de hipercaminos.

Denotamos por €2 el conjunto de flujo factible en los hipercaminos en la red multimodal G y viene
definido por

Q=cheR™| > > h,=g, weW; h>0,, (1.15)
ke{a,b,c,d} pe Pk

donde M es el cardinal del conjunto P.

A continuacién se desarrolla las relaciones entre el flujo en los hipercaminos y las variables de
demanda. Estas definen un conjunto factible de flujo en los hipercaminos y desagregacién modal y
por nodos de transferencia de la demanda total. La primera restriccién es la particiéon modal de la
demanda total, que impone para cada par O-D w que la demanda total debe ser igual a la suma de la
demanda satisfecha en cada una de las alternativas, esto es

=3 o (1.16)

ke{a,b,c,d}

donde la demanda en modo combinado (c) en el par O-D w viene dada por

9= o (1.17)

teT,

La siguiente restriccion relaciona la demanda en cada alternativa de transporte con los flujos en
los hipercaminos.

g5 = Y by ke{abed, weW, (1.18)
pEPE
9 = Y hp, teT,, weW. (1.19)

pGPSWt
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Las relaciones (1.18) y (1.19) pueden ser expresadas en forma matricial por
g = 6%h, (1.20)
donde 08 es la matriz de incidencia demanda/hipercamino.

Para formular las condiciones de equilibrio consideramos la inversa de la funcién de demanda
que es denotada por A,(g). La expresién analitica de estas funciones estd mostrada en el teorema
1.2.1. Estas funciones produciran los costes asociados a la eleccién de modo y nodo de transferencia.
Como los costes de eleccién de rutas estdn expresados en funcién de los flujos en los hipercaminos,
también representaremos los costes de modo e intercambiador en funcién de la variable h. Para ello
emplearemos la relacién (1.20) y definimos

A(h) = A(68h),

donde A(g) = (A\p(g))pep- El denominado “coste extendido” es la suma del coste de transporte mds
el coste A, (h).

El teorema 1.2.1 proporciona explicitamente las reglas para calcular los costes extendidos y carac-
teriza los hipercaminos empleados en el equilibrio para cada par de demanda w. Los coeficientes A,
juegan el papel de los costes extendidos en el equilibrio para el par w.

TEOREMA 1.2.1 (Condicién unificada de equilibrio para el TAP-M.) Un wvector h* € Q es un flujo en
equilibrio para el TAP-M siy solo si existe un conjunto de valores N, para todo par w € W cumpliendo

= =0, sih;>0
*) * oy ) D 9
[Cp(h*) — Ap(h*)] )\w{ >0, siht =0, Vp € P, Yw e W. (1.21)
donde Ap(h) = A\, (08h) y A\, (g) estd definida por
lnngrak’ . k
— et PI ok b, d
)\p(g) = { lngglJraky —Ingl+IngS ,+of Slp © U:’ © {a7 ’ }7 Ve VV’ (122)
el Rl ipe B, we W

DEMOSTRACION. Probaremos que si h* cumple las condiciones (1.21) entonces h* satisface las condi-
ciones C1, C2 y C3.

Primero veremos la condiciéon C1. Consideraremos la particién {Pj,Pfj,PLS’nPg} del conjunto
P,,. Sean p; y p2 dos hipercaminos con flujo positivo pertenecientes a la misma componente de la

particién. Si p1,ps € P4 entonces nada debe ser probado. Si k € {a,b}, y usando (1.21), se satisface

Ay = Cp, (07) = Ay, (%) = Gy, (h") — Ay, (R7).

w

La relacién (1.22) implica que —A,(h*) es constante sobre los hipercaminos de la misma componente
Pk donde k € {a,b,c,d}. Denotamos este valor por X que depende solamente de la variable de
demanda g y ef = —A,, (h*) = —A,, (h*).

El coste extendido es la suma de un coste que depende del hipercamino p; més el valor €, que
sélo depende del modo de transporte empleado para el par O-D w. Entonces obtenemos C_'pl (h*) =
C_'p2 (h*). Esto implica que todos los hipercaminos usados para satisfacer el mismo par de demanda w,
pertenecientes a la misma componente, tienen el mismo coste. Denotamos por

UM = C,(h*), sipe P*, ke {a,b} y hy, > 0. (1.23)
Empleando la relacién (1.21)

U=\ —ek <C,+ef —eF =C,, VpeP* kec{ab}). (1.24)

La relaciones (1.23) y (1.24) muestran que los hipercaminos de los modos puros (a) y (b) satisfacen el
primer principio de Wardrop.

Ahora consideraremos el caso de que p1,p2 € FS ;. Supondremos que p; y p2 son dos hipercaminos
combinados con flujo positivo. Andlogamente a la anterior discusién se prueba que

Ay =Cp (0") +ef = Cp, (h7) +5
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donde ¢, , depende de gg, y g, ;. Este valor es el mismo para cualquier hipercamino de Fg,. Esto
implica que Cp, (h*) = C,, (h*).
Denotamos

o =Cp(h"), sipe B,y hy > 0. (1.25)
Se cumple por (1.21)
szt =\, - 53,t < ép + Ei,t - 5Z,t = C’pvvp € Pf,r (1.26)

Consideremos un hipercamino p’ = (p},,p;) € PS, con flujo positivo. El coste del hipercamino p’
puede ser expresado

Cy = Cyy w(h7) + Gy (%),

Las relaciones (1.25) y (1.26) muestran que p’ es el hipercamino de coste minimo de 7 a j a través del
intercambiador ¢. Empleando el principio de optimalidad de Bellman, el camino p/, y el hipercamino
pj, deben también ser éptimos. Esto significa que el minimo coste de ¢ a ¢, que nosotros denotamos
por U%* | es C'p/n’,w(h*) y de t a j, que denotamos por Utb;‘, es C’pg(h*). Obtenemos

1t,w?

UZ&Tw = Cp; w (h* )a

Utbj* = Gy (7).

Por otro lado, sea p = (pa, py) € PS ;. Empleando la optimalidad de Uf", y Utb]?ﬂ obtenemos

it,w

vy < épa,w (h*) = 9a/%0pa (h*),

itw —

Utb; < épb(h*) ngcpb(h*)'

Esto completa la demostracién de C1.
Ahora probaremos la condicién C3. Consideraremos que g = 68h*. Sea p € PJ, tal que hy > 0,
entonces C), = U5, y empleando la expresién (1.21) y (1.22), obtenemos la relacién

g, +a§

. 5 T+ U (1.27)
donde
1 C (6] l C
\C = ng“’ﬂ;’ G nﬂzw, (1.28)

y despejando g¢, ; de (1.27) obtenemos
5,0 = oxp (—{of + U5y} exp (820 (1.29)

donde XS = X% — XS,
Empleando (1.17) obtenemos

9o = Z exp (—{af + B2US )exp (ﬂgj\f)) , (1.30)

teT,

y despejando 5\5 de (1.30) obtenemos
N 1
X, =—Ing, +U, (1.31)
2

donde US* es el “log-suma” de los costes de transporte por cada intercambiador, ver (1.3).
Sustituyendo la expresién de A, en (1.29) obtenemos

exp — (af + ﬁgUf,’ft) p
"
Zt/ETw exp — (agl + ﬁQUf)Tt’)

c —
gw,t -
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La anterior expresién muestra que se cumple C3. B
Ahora probaremos la condicién C2. Sustituyendo el valor de \{, dado en (1.28) y el valor de \°
dado en (1.31) en la relacién A, = X, + A, obtenemos

1 Ingf + af 1 1
B2 b1 B2 B2

Por otro lado, empleando la condicién de equilibrio (1.21) obtenemos

Ingf + af

N =8+
By

IngS +US" = Ingl, + —IngS, +US = +US. (1.32)

In gF k
Ny = D T ke ke fa,b, d), (1.33)
e
y despejando g de (1.32) y sustituyendo en (1.33), obtenemos
g8 = exp (—{a" + UL Y) exp (B1)5), k€ {a,b,c.d}. (1.34)

Sustituyendo en la relacién (1.16) las expresiones que hemos obtenido en (1.34) y despejando el
valor de A}, llegamos a la expresion

—1 gw
A =—1o )
B %8 | e tane 5P (—{aF + BLUEY)

(1.35)

Substituyendo (1.35) en (1.34) queda demostrada que C2 se satisface.
La otra implicacién es que si h* satisface C1, C2 y C3 entonces se cumple (1.21). Esta implicacién
se demuestra empleando argumentos similares, por lo que se ha omitido su inclusién. a

1.2.4 Formulacion matematica de las condiciones de equilibrio

Sea C — A : RM — RM una funcién vectorial cuyas componentes son C,(h) — A,(h) para todo p €
P, y para todo w € W. El siguiente teorema formula las condiciones de equilibrio para el TAP-M
mediante un problema de desigualdades variacionales.

TEOREMA 1.2.2 (Formulacién del TAP-M mediante desigualdades variacionales.) Un vector h* € Q es
un flujo (en los hipercaminos) en equilibrio para el TAP-M si y sélo si cumple la siguiente desigualdad
variacional

[C(h*) — A(h*)]T(h—h*) >0, VheQ. [TAP-MVIP(C — A, Q)]

DEMOSTRACION. La demostracién de este teorema estd basada en la presentada en el trabajo Ferrari
[75]. Es facil verificar que h* es una solucién del TAP-MVIP(C — A, Q) si y sélo si es solucién del
siguiente problema de optimizacion

minimizar Z = ¢(h)

] (1.36)
sujetoa  heQ
donde ¢(h) = [C(h*) — A(h*)]T (h — h*).
Escribiendo las restricciones que definen el conjunto €2 explicitamente
Goh) = > > hy—gu=0 YweW, (1.37)
ke{a,b,c,,d} pePk
sp(h) =—-h,<0, VpeP. (1.38)

La funcién objetivo ¢(h) y las restricciones (1.37) y (1.38) son lineales, entonces h* es solucién del
problema (1.36) sii verifica la condiciones de optimalidad de KKT

C(h*) — Ah*) + 3w, Vs, () + 3 p,VG.(h") =0,

peEP weW
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donde los multiplicadores u, para todo p € P, son no negativos y verifican la condicion de comple-
mentariedad (CS), ups,(h*) = 0, y donde los multiplicadores p,, para todow € W pueden tener
cualquier signo. )

Si hy, >0 con p € P, empleando la condicién CS u,, = 0y Cp(h*) — A, (h*) = —p,; por otro lado,

si b = 0, p € P obtenemos u, > 0y entonces Cp(h*) — Ap(h*) > —p,. Tomando X, = —pu, ¥
empleando el teorema 1.2.1 obtenemos que h* es un vector de flujo en equilibrio si y sélo si es solucién
de TAP-MVIP(C — A, Q). O

1.3  Algoritmos de generacién de columnas/descomposicién
simplicial

En esta seccién derivamos dos algoritmos de generacién de columnas / descomposicién simplicial
(CG/SD) (ver Patriksson [198]) aplicados al problema de desigualdades variacionales
TAP-MVIP(C — A, Q).

Estos algoritmos resuelven iterativamente dos problemas de desigualdades variacionales: el llamado
problema de generacidn de columnas (CGPVIP) y el llamado problema maestro restringido (RMPVIP).
CGPVIP genera una nueva columna de la regién factible mediante la aproximacién de la funcién de
costes y resolviendo esta aproximacion en la region factible original, y el RMPVIP resuelve la funcién
de coste original sobre un subconjunto de la region factible, definido mediante las columnas generadas
anteriormente. E1 RMPVIP es un problema de desigualdades variacionales con restricciones simples
cuya solucién define el proximo punto donde formular el nuevo CGPVIP. Formalmente, el esquema
iterativo anterior se define como sigue:

1. CGPVIP,({). Sea ¢ una funcién vectorial RM x RM - RM . En el punto h*~! el CGPVIP se
define como encontrar un h? € Q cumpliendo

e~ hY)T(h—h!) >0, VheQ, [CGPVIP(p(h, ), Q)]

donde ¢(h?~! .) es una aproximacién de la funcién de coste (C — A)(-) en el punto h*~1. En
este capitulo tratamos con dos posibles elecciones de la funcion :

(a) Decomposicién simplicial (SD). La primera conduce a la cldsica formulacién del algoritmo
SD (ver Lawphongpanich y Hearn [144], Pang y Yu [192], Marcotte y Guélat [161], Montero
y Barcel6 [174]) y ésta es

psp(h!s) = C(h™1) — A(h').

(b) Algoritmo de Evans con bisqueda multidimensional (E). Este algoritmo usa un CGPVIP
basado en el subproblema de Evans [72]. Este algoritmo se deriva de la eleccién

ep(h® 1 s) = C(h1) — A(s).

Los CGPVIP, con ¢ € {SD,E} pueden ser resueltos explicitamente (ver apéndice I y
IT). CGPVIPg requiere esencialmente la misma cantidad de trabajo para resolverlo que
CGPVIPgp, pero la eficiencia de todo el procedimiento es mucho mayor.

2. RMPVIP(¢). El problema original se resuelve sobre un subconjunto compacto y convexo
de la region factible 2. Este conjunto se define por el algoritmo CG/SD. El RMPVIP en la
iteracién ¢ se define del siguiente modo: encontrar un h’ € Q¢ cumpliendo

C(hY) — A(hY)]T(h—h') > ¢, Vhe Qf, [RMPVIP(C — A, Q)]

donde ¢ es un parametro dado. El punto h’ es denominado una solucién e—éptima de RMPVIP (¢)
y define el préximo CGPVIP.
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Tabla 1.1: Algoritmos CG/SD para el TAP-MVIP

0. (Inicializacién): Elegir un punto inicial h® € Q, dos pardmetros de tolerancia €, es > 0, tomar
0:=1y Q"= {h°}.

1. (Problema de generacién de columnas): Resolver CGPVIP,(¢). Sea h* una solucién.

2. (Criterio de convergencia): Si h'~' resuelve CGPVIP,(¢) entonces finalizar, (h‘~! resuelve
TAP-MVIP(C — A, Q?)). En caso contrario continuar.

3. (Criterio de terminacién): Sea la funcién de mérito GAP,(h‘~!) definida por
GAP, (') = ming(h' )7 (b ) = p(h " 1) (b~ h)
€
Si GAPW(h[) < € entonces parar.
4. (Aumento del conjunto): Sea Q¢ un subconjunto convexo y compacto de €, cumpliendo
h‘eQf Dot

5. (Problema maestro restringido): Encontrar una solucién e;— éptima h? de RMPVIP(¥).

6. (Actualizacidn): Sean ¢ := ¢+ 1y volver al paso 1.

Estos algoritmos pertenecen a la clase CG/SD y pueden ser formulados como en la tabla 1.1.

Patriksson [198] garantiza la convergencia (teorema 9.16) del algoritmo previo, bajo la hipétesis
de que la funcién de coste C(h) es monétona, continuamente lipschitziana, de clase C' en Q (entonces
la aplicacion de coste C(h) — A(h) también cumple las anteriores propiedades) y bajo una solucién
exacta al problema RMPVIP (e; = 0).

1.3.1 Resolucion del RMPVIP

Para que un algoritmo CG/SD sea operativo, dos cuestiones deben ser analizadas. La primera es cémo
se define la regiéon factible para el RMPVIP y la segunda el procedimiento para resolverlo. Ambos
problemas estan interrelacionados y deben ser abordados simultaneamente.

Comenzamos analizando la definicién de Q¢. Una propiedad importante para desarrollar algoritmos
eficientes es garantizar que la regién Qf mantenga la estructura de producto cartesiano (por pares de
demanda O-D) de . Larsson y Patiksson [140] emplea conjuntos que preservan esta propiedad en
la descomposicién simplicial desagregada (DSD) en el contexto de modelos de optimizacién. Estos
conjuntos seran empleados en los algoritmos de este capitulo.

En principio asumiremos que estd siendo empleado el CGPVIPgp(¢). Este subproblema genera en
cada iteracién un hipercamino por cada par de demanda O-D w (denotado por p’). Consideramos la
descomposicién por pares O-D del flujo en los hipercaminos h’, esto es

Wi Wi
h® = (hw)w€W7
donde h’ es el flujo en los hipercaminos asociados con el par O-D w en la iteracién .

En funcién del actual conjunto de hipercaminos para el par O-D w, denotado por Q°~!, v de sus
flujos, denotado por P.~1, se define en la iteracion ¢

T
QL = Qi u{pLh,
y el conjunto Q¢ se define por

0f = H a0l (1.39)
weWw
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donde Qf, = conv (P?), siendo conv (P?) la envoltura convexa de los puntos de P*. Como CGPVIPgp(¢)
asigna la demanda total g, al hipercamino pf), entonces las columnas Pf) son de la forma (0, ... ,g,,... ,0),
y los conjuntos Q¢ tienen la representacion

Qf; =< h, = (hp)pEQf,’ Z hP = Guws hP >0Vpe Qf)
peQ!

Si se emplea CGPVIPg, entonces se generan varios hipercaminos con flujo positivo por cada par
O-D. M3&s concretamente, se genera un hipercamino por cada modo y por cada nodo de transferencia.
Las columnas de P’ son de la forma

(0,...,0,6%,0,...,0,65,0,...,0,95,,,0,...,0,95, ,0,...,0,9%,0,...,0).

Estos tipos de puntos conducen a una regién factible para el RMPVIP més compleja que las obteni-
da por el CGPVIPgp(¢). Esta dificultad puede ser evitada definiendo el conjunto Q¢ = Q‘~! U
{{pfj}ke{a’b’c,d}, {pG, 1 }ter, }, esto es, afiadiendo todos los hipercaminos con flujo positivo. Esta modi-
ficacién incrementa el tamanio del RMPVIP(¢) porque se afiade una nueva columna por cada hiper-
camino con flujo positivo, pero la regién resultante tiene una estructura mds sencilla (la misma que

en el caso de CGPVIPgp(¢)).

En esta seccién abordamos la resolucién de RMPVIP(C — A, Q) mediante un método de lineali-
zaciéon (Wu y otros [240] y Montero y Barcel6 [174]). Este método genera una sucesién de problemas
de optimizacién no lineal de la manera siguiente: sea s el contador de la sucesién de estos problemas
no lineales. Sea h® una solucién factible para el RMPVIP(?), esto es h* € Of , entonces la funcién de
coste se aproxima por la aplicacién lineal y simétrica

C*(h) = C(h*) + éB(ﬁs)T(h _hY), (1.40)

donde B(fls) es la matriz diagonal de la matriz Jacobiana de C evaluada en h (método linealizado
de Jacobi o abreviadamente LJ) o B(fls) es alguna matriz fija B que es simétrica y definida positiva
(método de proyeccién, PM abreviadamente). El andlisis cldsico de la convergencia de este método
recae sobre la propiedad contractiva del operador proyeccion. La eleccion del pardmetro « determina
la convergencia del método bajo la suposicién de que C(h) es fuertemente monétona y continuamente
lipschitziana en QF.

En ambos casos el RMVIP(C — A, Q) se aproxima en el punto h* por RMVIP(C® — A, Q) y este
problema simétrico VIP puede ser formulado mediante el siguiente problema de optimizacion

minimizar Z = C(h*)”(h —h*) + 5= (h — bh*)"B(h?*)(h — h*) + R(g)

sujetoa  h € QF, (1.41)
g = 0%h,

donde

R(g) = > Ru(g)= Y |UFgl+1/8) > ghngl—1+0"

weWw weWw ke{a,b,c,d}

— (1/B2) Y g5ngs — 1)+ (1/82) Y 95 :(Ingl, — 1 +af)

weWw teT,,

y QF estd definida por (1.39). Si B(h*) es una matriz diagonal, (1.41) se descompone en una coleccién
de problemas convexos e independientes, uno por cada par O-D w.

minimizar 7 =Y, cqr |Cp(is)(hy — ) + 55 By (h3) (hy, — i};)ﬂ + Ru(g.)
sujetoa  h, € Qf,
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donde 68 es la submatriz de 6% asociada al par de demanda w. Este problema puede ser resuelto
mediante una algoritmo tipo Evans, donde el calculo de los hipercaminos minimos es facilmente
realizable. Este algoritmo esta recogido en la tabla 1.2.

Tabla 1.2: Algoritmo de resolucién del problema OP? (s)

0. (Inicializacion): Sea e un parametro de tolerancia. Sea un par w € W. Sea Q° un subconjunto
de hipercaminos de G. Tomar i := 0, h’, = h*~! donde h$~! es la solucién de OP! (s — 1).
Tomar gi = 68h .

1. (Cdlculo del hipercamino minimo): Calcular

Ukt =min {Cy(hi) [ pe QLN PE} ke {a,b},

ypi* = arg min{ép(l:li}HpG Qf,ﬂpf} k € {a,b}.
Calcular

Uk, = min {Cy(hi) | pe QLN PS, ), (1.42)

y pSfy = arg min {C_’p(flfv) |pe Qin Pﬁ’t} . Empleando (1.42) y (1.3) calcular el coste US".

2. (Asignacion a hipercaminos): Empleando las férmulas (1.1), (1.2),(1.3),(1.4) y (1.5), donde los
costes 6ptimos U}, son obtenidos en el paso 1 calcular una nueva demanda. Denotarla por q,.
Asignar toda la demanda q’, al hipercamino éptimo {pﬁ*}ke{a,bd} y {5 beer, . Denotar este

por h? .

3. (Bisqueda lineal): Realizar una busqueda lineal en la direccién d := (hi, q’) — (hi,g’) en
el punto (h?,g?) para el problema OP’(s). Tomar o’ una biisqueda inexacta del problema
unidimensional.

4. (Criterio de terminacion): Si |Ja’d?|| < € entonces parar, y tomar h% = h’. En caso contrario
ir al paso 5.

5. (Actualizar): Sea (hit! gitl) = (hi, gl)+ a'd’. Hacer i := i+ 1y volver al paso 1.

La convergencia del método de linealizacién aplicado al RMPVIP(C — A, Q) puede ser garantizada
bajo las suposiciones de que la aplicacién de coste C(h) es fuertemente monétona y continuamente
lipschitziana, B(fls) no varfa “demasiado” a lo largo del proceso iterativo, y asumiendo ciertos valores
de . Si el método de proyeccion fuese empleado, la segunda condicién se cumpliria autométicamente
y los valores de « suficientemente pequenos, cumplirian la tercera condicion.

1.3.2 TAP-MVIP en el espacio de flujo en los arcos

Hemos desarrollado dos algoritmos para el problema formulado en el espacio de flujo en los hiper-
caminos. Ahora discutimos el caso de que el modelo TAP-M pueda ser formulado tnicamente en
el espacio de flujo en los arcos. Esta propiedad depende del modelo elegido de TEAP. Un ejemplo
de esta situacién es el modelo desarrollado en Ferndndez y otros [73]. Supondremos que el TAP-
MVIP(C — A, Q) tiene la siguiente formulacién en el espacio de flujo en los arcos. Encontrar un
(f*,g*) € QF que verifique

c(f)T(f —£*) — Alg")" (g — &%) 20, V(f.g) € QF, [TAP-MVIP(c — A, QF)]
donde Qf es el espacio de flujo en los arcos y demandas. Este conjunto se puede formular por

Q% = {(f,g)| f =6"h y g = 0%h para algiin h € Q} .
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El objetivo de esta seccién es especializar los dos algoritmos CG/SD, discutidos en la seccién
anterior, y mostrar que en este caso son equivalentes a aplicar un algoritmo CG/SD al problema
general de asignacién de trafico. Las consideraciones efectuadas para este modelo (ver por ejemplo:
Lawphongpanich y Hearn [144], Pang y Yu [192], Marcotte y Guélat [161], Montero y Barceld [174])
también pueden ser aplicadas al TAP-MVIP(c — A, QF).

TAP-MVIP(c— A, QF) es un problema de desigualdades variacionales no lineales restringido lineal-
mente. Podemos aplicar el algoritmo CG/SD a este caso. CGPVIP,, no es diferente del discutido en
la seccién 1.3, exceptuando que la soluciéon debe estar en el espacio de flujos en arcos y demandas.
Este problema puede ser resuelto calculando la solucién del CGPVIP,,(¢), empleando los algoritmos
desarrollados en los apéndices I o II, y proyectdndola en la regién Qf mediante las expresiones:

£ — 5th’
g’ = o8n’.

donde h? denota la solucién obtenida en el espacio de flujos en los hipercaminos.

Consideraremos que la regién factible del RMPVIP para la formulaciéon en el espacio de flujos
en los arcos serd similar a la desarrollada en la descomposicién simplicial agregada para el TAP.
Supondremos que Pf es el conjunto de columnas retenidas al comienzo de la iteracion ¢. Definimos

()

Entonces la regién factible se define por Q¢ = conv (P*), y el RMPVIP(/) se transforma en el siguiente
problema de desigualdades variacionales.

c(f)T(f -t — Ag") (g —g") > ¢ V(f,g) € Q. [RMPVIP(c — A, Q)]

Este problema puede ser reformulado empleando la representaciéon simplicial del conjunto QL.
Denotamos por [P?] la matriz asociada al conjunto de puntos de P*; Afy Aé las submatrices de [P*]

relativas a los flujos en los arcos y a las demandas. La representacion simplicial del conjunto Qf es

‘
Qez{(f,g)T| ( f ) = { Ag }ﬁ tal que 176 =1, ﬁZO}.
g Ag

Ahora introducimos una nueva funcién para poder formular el RMPVIP empleando como nuevas
variables los coeficientes 3. Este cambio de variable conduce a una reduccion de las dimensiones del
problema y a unas restricciones de simplice que son maés sencillas que las de un poliedro general. De-
finimos &(3) : R™ - RIAVEl como &(B) = Ach(Afﬂ); y A(B) : R™ = R como A(B) = AéTA(Aéﬂ)
donde m = |73Z , v n es la cantidad de componentes del vector demanda g. El problema formulado
en téminos de las nuevas variables consiste en encontrar un 3¢ € ©¢ cumpliendo

C(AFF)T(AGH — AFG") — A(ALB)T(ALS — ALBY) =

[6(6@) - f\(ﬁ‘)] T(ﬁ -p% >0, vBeof [VIP(c — A, ©%)]

donde@Z:{MITﬂ:l, ﬁZO}.

Notar que la formulacién de RMPVIP(c — A, Qf) es equivalente a la formulacién RMPVIP(c —
A, ©%). Por tanto $* es una solucién de RMPVIP(c — A, ©°) si y sélo si (f*,g*), con f* = Af3* y
g* = Aéﬁ*, es una solucién de RMPVIP(c — A, Q).

Bertsckas y Gafni [21] mostraron que si T(f, g) = [c(f), —A(g)]” es continuamente lipschitziana y
fuertemente mondtona sobre Qf, entonces una solucién del problema RMPVIP(c — A, ©%) se puede
encontrar mediante el método de proyeccion, definido por

g = PS5 — oA T(A'E)], B° e 6,
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supuesto que el tamafio del paso a > 0 sea suficientemente pequefio y que S sea una matriz definida
positiva y simétrica. PS,Z (z) denota la tinica proyeccién de z en el conjunto ©f con respecto a la norma
|| - || correspondiente a S (la norma inducida por el producto interior x?'Sx ).

La siguiente proposicién muestra que la anterior condicién suficiente para la convergencia del
método de proyeccién depende tinicamente de la aplicacién de costes en los arcos. Notar que este re-
sultado muestra propiedades sobre la convergencia del método empleando las variables 3, sin embargo
las hipétesis se dan en término de las variables originales (f,g).

PROPOSICION 1.3.1 Suponiendo que c(f) es continuamente lipschitziana y fuertemente mondtona en
Qf = {f| eaiste g tal que (f,g) € Q'},

y que 1 >0, B2 >0, B2 — (1 > 0 entonces T(f,g) = [c(f), —A(g)]" es continuamente lipschitziana
y fuertemente mondtona en QF.

DEMOSTRACION. El teorema 5.4.3 de Ortega y Rheinboldt [188] da una caracterizacién de aplicacién
fuertemente mondtona que puede ser usada para garantizar que la aplicacién —A(g) cumple esta
propiedad en

Qé = {g\ existe f tal que (f,g) € QZ} .

Esta propiedad se establece empleando la siguiente condicién suficiente. Si —A(g) es una aplicacién
de clase C! en Qg y

yI (=VA(g) —mpI)y >0, Vge Qé,Vy e R, (1.43)
entonces —A(g) es fuertemente mondtona sobre Q5.

La aplicacién de coste —A(g) tiene una matriz Jacobiana diagonal. Sus elementos de la diagonal
son de la forma Z’— donde ¢; € {1/01,1/82,1/01 — 1/02} v g; es la i—ésima componente del vector g.
La constante v; es positiva por hipdtesis. Entonces la condicién (1.43) es equivalente a mostrar que
existe una constante positiva m, cumpliendo que g; < % para todo g = (g;) € Qg. Esta relacién se

satisface porque el conjunto Qg estd acotado, obteniendo que —A(g) es fuertemente monétona en Qé.
Esto es
[~A(g) + Ala)]” (g —a) > mallg —all®>, Ve,qe QL.
Por hipdtesis,
[c(f) — c(V)]" (f —v) > m.|f —v|?, Vf,veQf
y sumando ambas relaciones

2

f— -
M , Y(f,g), (v,q) €

[T(f,g) —T(V,Q)]T< R ) = min{ma, me} H( ;:‘:1 )

y T(f,g) es una aplicacién fuertemente monétona en QL.

La aplicacién —A es continuamente lipschitziana porque es continuamente diferenciable en 2. Por
hipétesis ¢ es continuamente lipschitziana en Qf, por tanto 7' también lo es en QF. a

La principal conclusién de esta seccidén es que cualquier algoritmo propuesto para resolver el
RMP para el problema general de asignacién de trafico también puede ser empleado para resolver
el RMPVIP(c — A, ©) del TAP-M. Para asegurar la convergencia del algoritmo CG/SD debemos pro-
bar que los RMPVIPs son resueltos exactamente. La hipdtesis de que ¢(f) es fuertemente mondtona
garantiza que el método de proyeccion es valido para resolver el RMPVIP.

La adaptacién de los algoritmos CG/SD aplicados al problema TAP-M definido en el espacio de
flujo en los arcos se puede realizar haciendo una pequena modificaciéon en la fase de generacion de
columnas. Esta es la principal diferencia entre el TAP y TAP-M. Estos resultados seran usados en la
préxima seccién para realizar los experimentos numéricos.
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Figura 1.2: Duplicacién de la red Nguyen-Dupuis
1.4 Resultados experimentales
En esta seccién se desarrollaran experimentos numéricos para el caso de costes simétricos (modelo del
apéndice IIT).

No conocemos redes reales del modelo TAP-M en la literatura. Por esta razén, los problemas de
prueba han sido definidos a partir de los problemas de asignacién de trafico de la tabla 1.3.

Tabla 1.3: Redes de trafico

Nombre |[N?| |A] |W]| # Centroide Referencia
Nguyen y Dupuis 13 19 4 4 Nguyen y Dupuis [179]
Sioux Falls 24 76 528 24 LeBlanc y otros [149]
Hull 501 798 142 23 Florian [80]

La topologia de las redes de pruebas se define duplicando la red de trafico. La figura 1.2 muestra
este procedimiento aplicado a la red de Nguyen y Dupuis [179]. Dos conjuntos de nuevos arcos han
sido anadidos. El primero une los centroides con sus réplicas en la red B. La direccién de los arcos

depende de si el centroide es origen o destino. El segundo conjunto une los nodos adyacentes desde
un origen (nodos de trasferencia) con sus réplicas en la red B.

Las redes de prueba son de pequenio tamano. Sus dimensiones se muestran en la tabla 1.4. |A] es
el nimero de nodos, |A U B| es el nimero de arcos, [W| es el nimero de pares O-D. En los resultados
numéricos hemos considerado exclusivamente los modos (a), (b), y (¢). El nimero de variables demanda

es la cantidad de variables {gF},.c {ab,c} weWs 195 1 JteT, wew. Elndmero total de variables es la suma
de variables de demanda ma&s el niimero de arcos de la red.

La principal motivo para elegir redes de pequeno tamano es que su duplicacién incrementa sustan-
cialmente su tamano. El niimero total de variables es aproximadamente seis veces el nimero de pares
O-D més dos veces el nimero de arcos de la red original.

Hemos duplicado la matriz O-D original. La particién modal depende de los parametros del modelo
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Tabla 1.4: Dimensiones de las redes multimodales de prueba

# # Demanda #
Problema |N| |AU B| |W]| Centroides variables Variables

NgD2 26 45 4 4 20 65
SiF2 48 224 528 24 3263 3487
Hul2 1002 1678 142 23 757 2435

logit y de los costes de viaje en cada alternativa. Estos pardmetros estan recogidos en la tabla 1.5.
Hemos elegido todos los parametros logit igual a 1, lo que significa que el atractivo de cada alternativa
s6lo depende de su coste de viaje. Para simplificar hemos supuesto que la tasa de ocupacién vehicular
es de una persona por vehiculo, esto es v, = 1. Hemos considerado diferentes valores de los pardmetros
01, B2 en cada red.

Tabla 1.5: Parametros logit para las redes de prueba

Problema £1 f2 0o 0 Yo af of
NgD2 2.00 4.00 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
SiF2 1.00 1.20 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

Hul2 1.00 1.50 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

Los modelos de asignacién de tréfico suelen emplear funciones del tipo BPR ([185]) para describir
el coste de viaje en los arcos. Esta tiene la expresién

=l (&)

donde c? es el coste de viaje en el arco [ sin flujo, m; > 1, y k; es su capacidad. Las funciones de coste
en los arcos para los problemas de prueba son

alf) = [(%)m} ,

para los arcos de la red original y sus réplicas, y para el resto de los arcos ¢;(f;) = 0.

1.4.1 Detalles de la implementacion

Los problemas de prueba tienen dos propiedades fundamentales que nos permiten especializar los
dos algoritmos CG/SD. La primera propiedad es que la matriz Jacobiana de la funcién de costes es
diagonal, garantizando que el problema VIP(C — A, Q) pueda ser formulado mediante un problema
de optimizacién (ver apéndice III). Los algoritmos aqui propuestos en el contexto de problemas de
optimizacién pertenecen a la clase de descomposicién simplicial no lineal (NSD) de Larsson y otros
[141]. Esta clase generaliza el algoritmo RSD de Hearn y otros [123, 125] permitiendo usar columnas
no lineales tales como las obtenidas de los subproblemas tipo Evans. La segunda propiedad es que
el sistema de transporte publico (duplicacién de la red de trifico) puede ser formulado en el espacio
de flujo en los arcos. Esta propiedad permitird trabajar con las variables de demanda como si fueran
flujos en los arcos.

Estas dos caracteristicas conducen a:

¢ CGPVIP,, se resuelve empleando el algoritmo del apéndice I y II, y los flujos de los caminos se
asignaran al espacio de flujos en los arcos y de demanda.
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o RMPVIP de TAP es equivalente al RMPVIP para el problema simétrico de tréafico. Las variables
de demanda son consideradas como los flujos en los arcos. El coste de estas variables se puede
observar en el problema de optimizacién del apéndice III.

En el paso 4 del algoritmo CG/SD hemos empleado las reglas de eliminacién y adicién de columnas
de Hearn y otros [123, 125]. Hemos considerado un pardmetro r para controlar el tamafo del problema
maestro. Cuando r es mayor que el nimero de variables del problema y se emplea como subproblema
de generacién de columnas CGPVIPgp, el algoritmo CG/SD es el de descomposicién simplicial (SD)
(ver Holloway [128]); cuando r = 1, el método se transforma en el algoritmo de Frank-Wolfe [88]. El
algoritmo E es transformado al algoritmo de Evans [72] cuando r = 1 y el subproblema de generacién
de columnas es CGPVIPg.

Para obtener la solucion de CGPVIP, estos algoritmos calculan un problema de caminos minimos
multiproducto en las redes G* y G°. En la primera red el conjunto de demandas es W y en la segunda
es WP, El subproblema de Frank-Wolfe asigna toda la demanda al camino con menor coste extendido,
donde este valor tiene en cuenta el coste del viaje, la particién modal y la distribucién por nodos de
transferencia. El subproblema de Evans emplea los caminos minimos dentro de cada alternativa de
viaje (s6lo coche, s6lo transporte piiblico, modo combinado a través del intercambiador ¢1,..., modo
combinado a través del intercambiador ts) y asigna el flujo en estos caminos de acuerdo al modelo
logit anidado y de sus costes. Hemos empleado el algoritmo L2QUE de Gallo y Pallotino [92] para
resolver el problema de caminos minimos. El RMP lo hemos resuelto mediante el método de Newton
proyectado de Bertsekas [18]. Este algoritmo tiene convergencia superlineal.

Los programas fuentes han sido escritos en FORTRAN Visual Workbench y se ha empleado la
precisién simple en operaciones de representacion y precisién doble cuando pudieran aparecer errores
de redondeo. Por ejemplo, la precisiéon simple se emplea para calcular los caminos minimos en las
redes y precisién doble en las operaciones involucradas en la resolucién del problema maestro. Los
c6digos han sido ejecutados en un PC con 384 “megabytes” de memoria RAM a 400 MHz.

La tabla 1.6 muestra los resultados experimentales para los algoritmos RSD y E. Los experimentos
computacionales se han realizado para tres niveles de precisién y tres valores del parametro r. Como ya
hemos mencionado el valor r = 1 transforma el RSD y el algoritmo E en los algoritmos de Frank-Wolfe
y Evans respectivamente, y 7 = oo genera el SD en un caso y un algoritmo nuevo en el otro.

Tabla 1.6: Resultados experimentales

Problema € RSD E
r=1 r=10 r =00 r=1 r =10 r =00
0.1 1.647 (5)  1.53 (4) 1.59 (4) 082(2) 0.77(2) 0.72(2)
Hul2 0.01 4.44 (12)  7.85(12) 840 (12) 291 (7) 0.77(2) 0.72 (2)
0.001  105.89 (228) 67.28 (79) 50.86 (33) 20.92 (48) 14.72 (21) 17.91 (20)
0.1 857 (22)  11.69 (22) 11.04 (19) 2.91 (11) 3.13(8) 3.24 (8)
SiF2 0.01  221.79 (454) 268.14 (340) 126.66 (55) 9.83 (34) 11.37 (21) 11.92 (21)
0.001 (>2000) (>2000) (>100)  38.28 (123) 40.70 (63) 36.14 (42)
0.001  7.36 (461)  7.75(21)  7.80 (20) 2.75 (174) 4.61 (16) 3.51 (14)
NgD2  0.0001  (>3000) 209.71 (247) 14.50 (26) (>3000) 17.69 (32) 13.01 (25)
0.00001  (>3000) 463.57 (527) 38.12 (39) (>3000) 65.09 (86) 25.92 (38)

T Tiempo de CPU.
" Numero de iteraciones.
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1.5 Aplicacion del TAP-M al diseno paramétrico de intercam-
biadores

En el desarrollo y evaluacion de facilidades para el intercambio de pasajeros, es necesario desarrollar
herramientas adecuadas que fundamenten las decisiones adoptadas. Una de estas facilidades son los
denominados intercambiadores multimodales urbanos, o simplemente intercambiadores.

Dos perspectivas pueden ser consideradas a la hora de abordar el problema: micro y macro. La
metodologia micro analiza los intercambiadores considerando aisladamente el trafico en cada uno de
ellos. Este valor se calcula mediante métodos directos, como son las encuestas. Estas medidas son
consideradas como independientes del resto de la red de transporte. El objetivo para estos estu-
dios es definir los “estandares” de calidad y consideran aspectos del problema relacionados con la
operacion del sistema, tales como garantias de conexiones, facilidades de espera, venta de billetes,
informaciéon dindmica a los usuarios, evaluacién de distancias dentro del intercambiador, seguridad,
etc. La metodologia macro analiza las influencias mutuas entre la asignacién de trafico multimodal y
las facilidades disenadas. En una metodologia macro se analizan los tiempos de transferencia, capaci-
dades y precios de las dreas de aparcamientos, conexiones, etc. en un contexto de rutas multimodales,
caracterizacion de la demanda, asignacion de recursos y otras caracteristicas del sistema de transporte.

El diseno de estos intercambiadores puede ser considerado a largo plazo (planificacién estratégica) o
a medio plazo (planificacién téctica). En la planificacién estratégica se desea determinar el nimero de
intercambiadores, su localizacién, asi como la topologia de la red. En la planificacién tactica es asumida
que la topologia de la red es conocida y fija. En este contexto se desea analizar sus caracteristicas.
No se considera la planificacién a corto plazo para los problemas de disefio de intercambiadores.

En esta seccién ilustramos el uso del modelo TAP-M para disenar intercambiadores multimodales
urbanos. Para ello hemos considerado la red de pruebas de la figura 1.3 y aplicamos el modelo TAP-
M para estimar la demanda en los intercambiadores en funciéon de su diseno. Hemos considerado los
siguientes parametros

¢ Localizacion de los intercambiadores.
¢ Capacidad de los aparcamientos.
o Tiempo medio de transferencia en el intercambiador.

¢ Tarifas de los aparcamientos.

Hemos considerado una red de metro no congestionada con tres lineas de transporte. La primera
une los centroides A-B, la segunda C-B y la tercera los intercambiadores 12 — 13. Hemos supuesto
que el coste en los arcos de la red de metro es independiente del flujo y hemos considerado un coste
generalizado de la forma

alfy) = art? + ast? + asth + aqt] + a6 +ask;, 1€ B

donde t} es el tiempo de viaje en metro en el arco [, t es el tiempo andando hasta la parada, t!
es el tiempo de espera, t}* es el tiempo de transferencia, § es una penalizacién a cambiar de linea
de transporte publico (5 minutos) y Fj es la tarifa del billete asociada al arco . Hemos tomado los
valores a1 = a5 =1, as = a3 = ag = 2.

Hemos considerado una red de trafico donde los costes en los arcos vienen descritos por funciones
del tipo BPR siendo éstas de la forma

a(fi) =t +u(fi/K)"), leA (1.44)

donde ¢; es el coste de viaje en el arco [ para un flujo f;, ¢; es el coste de viaje en el arco [ cuando
estd libre de flujo, v; es un pardmetro para dar el nivel de congestién y K; es la capacidad del arco (.
Hemos considerado v; = i%?) y K; =4.5.
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= Red trafico A Centroide
—— Red publica @ Intercambiador

Arcos pedrestres

Figura 1.3: Red de pruebas GaM
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Figura 1.4: Representacién de un intercambiador mediante un grafo.

Un intercambiador multimodal se representa mediante un grafo, ver figura 1.4, en el que el in-
tercambiador es servido por una o varias lineas. Una linea se identifica por distintos pares de arcos
de embarque y desembarque. Inicialmente hemos considerado cuatro potenciales intercambiadores
situados en los nodos 12, 13, 7 y 8. En los arcos de trafico, que unen los centroides con las paradas
de las lineas de transporte, hemos representado el coste de viaje y el coste del aparcamiento. Este
dltimo coste representa el tiempo de aparcar (bisqueda de una plaza libre de aparcamiento), precio
del billete y tiempo caminando hasta la parada de metro. La forma funcional de este coste también
es del tipo BPR, (5.20), donde K] es la capacidad del aparcamiento. Una descripcién completa de los
parametros de la red de pruebas se dan en la tabla 1.7

La tabla 1.8 muestra la demanda total entre los centroides y la tasa de ocupacion vehicular. Los
pardmetros empleados en el modelo logit son 3; = 0.01, B, = 0.05, a® = 2.0, a® =3.0, a° =10y
a¢ = 1.0. Los parametros de ponderacion de los costes en las redes son 6, = 1.0y 6, = 1.

1.5.1 Tlustracién de la solucién del modelo TAP-M

En esta seccidén ilustramos las salidas del modelo TAP-M. Hemos considerado dos niveles de congestion
en la red que vienen definidos mediante dos matrices O-D (ver tabla 1.8). Las salidas basicas del modelo
son la particién modal de la demanda, los costes en equilibrio por modos y por intercambiadores (nodos
de transferencia) y el nivel de servicio de cada arco de la red de transporte. Notar que el ntimero
de usuarios en los arcos asociados con los aparcamientos nos proporciona el nivel de servicio de los
aparcamientos. Esta informacion, exceptuando los flujos en los arcos, se muestra en la tabla 1.9. Este
modelo, por tanto, permite evaluar la particion modal de la demanda en funcién de la demanda total
y de la red de transporte. En las préximas secciones veremos como el modelo puede ser utilizado en
el diseno de intercambiadores, permitiendo evaluar nuevas politicas, definidas mediante cambios en la
parametrizacion de la red de transporte.

1.5.2 Demanda de aparcamientos frente a la capacidad ofertada

Una posibilidad del modelo es evaluar la demanda de aparcamientos en funcién de la capacidad de
los mismos. El coste de aparcamiento tiene en cuenta el tiempo empleado para buscar un espacio
libre donde aparcar y la distancia media a la salida. Cuando el nimero de usuarios se acerca a la
capacidad del aparcamiento estos costes se incrementan. Este modelo no condiera explicitamente la
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Tabla 1.7: Pardmetros de los costes en los arcos de la red GaM

Capitulo 1. Modelos de equilibrio con modos combinados

Tipo arco Arco tiore K, Arc tiorcg K;
Tréfico (2,1) 51.0 4.5  (1,2) 58.5 4.5
(3,2) 589 45  (2,3) 56.7 4.5

(1,3 658 45 (3,1) 606 45

Aparcamiento  (1,12) 7.8 25 (1,8) 146 25
(3,7 131 25 (313) 107 25

Metro (5,8) 16.5 - (8,5) 16.5 -
(9,5) 66.3 - (5,9) 66.3 -

(4,6) 27.3 - (6,4) 27.3 -

(7,4) 14.5 - (4,7) 14.5 -

(10,11) 501 - (11,10) 501 -

Andando (7,3) 24.8 - (3,7) 24.8 -
(3,13) 647 - (13,3) 647 -

(2,6) 34.8 - (6,2) 34.8 -

(2,9) 149 - (92) 149 -

(1,12) 473 - (12,1) 473 -

(1,8) 248 - (81) 248 -

Embarque/ (10,12) 7.5 —  (12,10) 15.0 -
Desembarque  (13,11)  15.0 - (11,13) 7.5 -
(105) 1425 - (5,10) 167 -

(12,5) 7.5 - (5,12) 5.0 -

(134) 75 - (413) 50 -

(11,4) 1425 — (4,11) 167 -

Tabla 1.8: Demanda de viajeros (expresada en unidades de millar) y tasa de ocupacién vehicular para
cada par O-D

O-D pair Nivel de congestiéon v, O-D pair Nivel de congestién ~,,
Bajo Alto Bajo Alto

w1 = (A,B) 45 5.5 11 wy=(A,C) 35 6.0 1.1

ws = (C,A) 4.0 7.5 1.1 ws=(C,B) 3.0 8.0 1.1
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Tabla 1.9: Solucién numérica de la red GaM

Nivel Par O-D Coche Metro Park’n-Ride Intercambiador Intercambiador
de congestion t=12 t=13
gs UL g UX g5 LY g S o )
Bajo w1 = (A,B) 1.730 55.83 2.414 12250 .355 114.11 .3240 9596 .0314 112.66
w1 =(A,B) 1586 63.24 1.612 161.60 .303 128.77 .1289 125.86 .1740 119.86
ws = (C,A) 1.829 60.66 1.825 160.90 .346 127.32 .2327 115.22 .1128 129.72
wg = (C,B) 1.026 53.88 1.734 101.40 .240 99.01 .0050 156.62 .2354  79.42
Alto w1 = (A,B) 2.070 59.46 2.995 12250 .435 115.47 .4137 96.48 .0212 155.73
w1 =(A,B) 2572 73.96 2917 161.60 .512 135.52 .3002 126.38 .2115 132.93
ws=(C,A) 3.022 84.91 3.847 160.90 .630 141.78 .2509 139.99 .3793 132.07
ws = (C,B) 2.510 67.21 4.837 101.40 .653 101.63 .0044 181.39 .6489 81.77

1.60 —
w 1.20
.2
3 i
&
=]
o 0.80
©
g ] Aparcamientos
\5 0.40 _| —o- Nodo 8
z —¢- Nodo 7
0.00

\ \ \ \
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00
Capacidad del aparcamiento 8

Figura 1.5: Demanda de aparcamiento frente a la capacidad ofertada de aparcamiento

restriccién de que la demanda de aparcamiento no puede superar la capacidad ofertada, sin embargo
si esta implicitamente considerada por el hecho de que cuando se sobrepasa la capacidad, el coste de
aparcamiento es tan grande que los usuarios se ven desincentivados a emplearlo. El modelo genera
niveles de servicio de los aparcamientos inferiores o ligeramente superiores a su capacidad.

En este ejemplo, los costes de aparcamiento son de la forma BPR (5.20) y se estudia el efecto de la
variacion del parametro K;. Este ejemplo consta de dos aparcamientos localizados en los nodos 7 y 8.
La capacidad del aparcamiento 8 es incrementada y entonces se evaliia la demanda de aparcamiento
en 7 y 8 en funcién de la capacidad ofrecida en 8.

Los resultados son mostrados en la figura 1.5. Inicialmente un incremento de la capacidad del
aparcamiento 8 produce un incremento en la demanda de este aparcamiento. FEste efecto se pro-
duce porque la demanda satura la capacidad ofertada y muchos de los usuarios eligen utilizar el
aparcamiento 7 que puede ser considerado como el competidor del aparcamiento 8. Cuando la oferta
de aparcamiento empieza a superar a la demanda de éste, el efecto de generaciéon de demanda en el
aparcamiento 8 empieza a reducirse. Notar que el modelo TAP-M considera la competencia entre
aparcamientos. El grafico muestra, no sélo como la mejora de la capacidad del aparcamiento afecta
al propio aparcamiento 8, sino a los otros aparcamientos como en este caso al 7.

Otra observacién importante es que para evaluar cada par de puntos del grafico hay que resolver
el modelo TAP-M y por tanto este procedimiento requiere gran cantidad de calculos.
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Tabla 1.10: Numero de usuarios de aparcamiento frente a la localizacién

Localizacién de los aparcamientos

8 12 13 7 Demanda total

- 0.968  1.260 - 2.228
0.224 0.826  1.231 - 2.281
0.222 0.779 0.9638 0.418 2.383
1.210 - — 0.905 2.115

- 0.921  0.998 0.419 2.338

1.5.3 Influencia de la localizacién de los intercambiadores en la demanda
de modos combinados

TAP-M puede ser usado para evaluar la puesta en funcionamiento de un nuevo aparcamiento. Esta
estimacién tiene en cuenta los aparcamientos existentes, la competencia entre ellos y con el resto de
alternativas de transporte. Para ilustrar este hecho hemos considerado la posibilidad de abrir cuatro
aparcamientos localizados en los nodos 8, 12, 13 y 7. En la tabla 1.10 se muestra la demanda de
aparcamiento en funcién de varias combinaciones de aparcamientos. Por ejemplo, la primera fila
de la tabla representa abrir los aparcamientos 12 y 13 (el simbolo — indica que el correspondiente
aparcamiento no estd operativo). Esto producirfa una demanda de aparcamiento de 2.228 plazas.
Para el aparcamiento 12 la demanda seria de 0.968 y de 1.260 para el aparcamiento 13. La tabla
1.10 evidencia que el nivel de servicio depende de la competencia entre aparcamientos. Por ejemplo,
en la segunda situacién el hecho de abrir el aparcamiento 8 produce una merma en la demanda del
aparcamiento 12 de 0.142 unidades.

Este ejemplo muestra (ligeramente) el efecto que tiene la apertura de nuevas facilidades en la
generacién de viajes combinados. La mayor demanda de viajes combinados se obtiene abriendo los
cuatro aparcamientos.

1.5.4 Influencia de las tarifas en el nivel de servicio de los aparcamientos

La parametrizacion de la red recoge miltiples aspectos del proceso de planificacion. Una posibilidad
es introducir las politicas de tarifas de los aparcamientos. Para ilustrarlo hemos considerado que estan
abiertos los aparcamientos situados en los nodos 12, 13 y 7. Hemos introducido cambios en la tarifa
del aparcamiento 7 mediante el incremento del parametro asociado con el coste de viaje en el arco sin
flujo. La tarifa es transformada en tiempo de viaje. Los resultados son mostrados en la figura 1.6.
En la figura solamente se muestra la demanda en el aparcamiento 7 y 13, que son los que compiten
maés directamente. Un incremento de las tarifas del aparcamiento 7 reduce la cantidad de usuarios del
aparcamiento. Parte de esta demanda es derivada al aparcamiento 13.

1.5.5 Influencia del tiempo medio de transferencia en el nivel de servicio
de los intercambiadores

Otra posibilidad que permite la parametrizacién de la red es evaluar el efecto que tiene el tiempo
medio de transferencia en los intercambiadores sobre su nivel de servicio. Este tiempo medio recoge
distancias de transferencia y tiempos de espera (por tanto efecto de las frecuencias del servicio). En
este ejemplo hemos considerado el tiempo medio de transferencia en el intercambiador 12. Hemos
supuesto que los aparcamientos 12, 13, 7 y 8 estan operativos. Este tiempo es la media entre el coste
de los arcos (5,10) y (10,5). Hemos cambiado estos costes y hemos evaluado la particién modal en
toda la red de transporte. Las soluciones obtenidas se muestran en la figura 1.7.
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Apéndice I: resolucién del CGPVIPgp (/)

La tabla 1.11 muestra el algoritmo para resolver el subproblema CGPVIPsp({).

Tabla 1.11: Resolucién del CGPVIPsp({)

1.0.
1.1.

1.2

1.3.

1.4.

1.5.

(Inicializacién): Sea h~! € Q, calcular £*=! = §fh*~1 gt~ = §8h*~! y actualizar c(f'~1).
(Célculo de caminos minimos en G%):

(a) Para cada w € W, basdndose en el actual coste c?(f*~1), calcular un camino minimo p2.
Denotar U2* = Cpe (h*71).

(b) Para cada (i,t) € W* — W, basandose en el actual coste c®(f*~1), calcular el camino de
minimo coste pfy, . Denotar UjT = 0,Cye, (h*~1).

(Célculo de hipercaminos de minimo coste en G%): Para cada w € WP, basandose en el actual
coste c®(f*~1), calcular el hipercamino de mfnimo coste p%. Denotar U%* = Cpo (h*-1).

(Célculo del hipercamino combinado de minimo coste en G): Para cada w € W, calcular

* 1 * bx
Sv = UFFUE, Ve

/j )
w
Para todo w € W calcular los costes extendidos

-1

fr

1 k k
Mgk ) el gy

Bo B - Bz (1.45)

In(gc )" +as () +ac In(ge)!
)\2) _ tIIIé}JI} {Uf,j‘t/ + ( (gw,t) t) + n(gw) +a n(gw)

Denotar por t* el nodo de transferencia que minimice la expresién (1.45). Denotar por p¢, el
hipercamino combinado de minimo coste en la red multimodal para el par w a través del nodo
t*.

Calcular la solucién h? como

ko, = arg mingecg,pcay {)\f,} , YweW,
Bﬁkw Go, YweW.

y poner el resto de componentes a cero.
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Apéndice II: resolucién del subproblema CGPVIPg (/)

En el algoritmo de Evans se linealiza exclusivamente los términos involucrados en el coste de los arcos,
mientras que los términos asociados con la demanda se consideran explicitamente.

La solucién del subproblema CGPVIPg se basa en el hecho de que este problema es un caso
particular del problema TAP-MVIP(C — A, ), donde el coste de los hipercaminos son constantes.
Esto implica que este modelo debe satisfacer las condiciones de equilibrio derivadas de emplear los
costes Cp(h) = C,(h*~1) para todo p. Hay que destacar dos observaciones:

¢ Los costes de los hipercaminos C), son independientes del nivel de servicio. Por esta razén los
caminos éptimos son independientes de las variables de demanda.

¢ Los valores de las variables de demanda deben satisfacer el modelo de demanda logit anida-
do. Esto permite resolver el cdlculo de estas variables. Estas demandas seran asignadas a los
hipercaminos encontrados de minimo coste.

El siguiente algoritmo resuelve el subproblema CGPVIP g(¢).

Tabla 1.12: Resolucién del subproblema CGPVIPg(¢)

1.0.-1.3. Los mismos pasos que en el algoritmo para resolver el CGPVIPgp(¢). Ver tabla 1.11.

1.4. (Célculo de las variables de demanda): Encontrar un nuevo conjunto de variables g, para cada
w € W usando las formulas (1.1), (1.2),(1.3),(1.4) y (1.5); donde los costes 6ptimos U,, son
obtenidos en las etapas anteriores.

1.5. (Asignacion): Para todo w € W hacer
Bf)ﬁ = g8 ke{abecdl,
hpe = 954 te€TL.

w,t




64 Capitulo 1. Modelos de equilibrio con modos combinados

Apéndice III: modelo de optimizacién para costes simétricos

En este modelo la red de transporte piblico es equivalente a la red de trafico y los costes en los arcos
tienen una matriz Jacobiana simétrica. Las condiciones de equilibrio de este modelo son expresadas
como solucion del siguiente problema de optimizacién convexa diferenciable bajo la hipétesis de

b >0,y 201, (1.46)
B2
[TAP-M]
fi fi
minZ(f,g) = 0,12/ cl(x)deerZ/ a(z)dz + Z Ug*gfl,
1eA”0 1eB”0 wew
+ (B) > D gh(ngh —14+a%) = (1/82) D g5(Ingl, — 1)
ke{a,b,c,d} weW wew
+ (1/P2) Z Z gf}’t(lngf,,t -1+ aj), (1.47)
weW teT,,
sujeto a:
Yook = g Wwew, (1.48)
ke{a,b,c,d}
ko _
gt = > hy, Vke{abd}, VweW, (1.49)
pEPE
95 = D g5 YweW, (1.50)
teT.,
9 = > hp VLET,, YweW; (1.51)
PEPS
1
fio= Z o~ Z Z diphp + Z diphp |, VIE A, (1.52)
wew 1@ teT, pEPS pEPS
foo= > (>0 D dwhe+ Y duwhy |, VIEB, (1.53)
weW \ teT,, pEPfj peP?
hy > 0, VpePSUPLUPGUP); (1.54)
. 1, sip emplea el arco [; 0 b ma b
Y = { 0, en otro caso. Vi€ AUB, Vp € {F;, B, Py, Py} (1.55)

Abreviadamente lo denotaremos

minimizar Z(f,g) = S(f) + R(g)

R [TAP-M]
sujeto a  (f,g) € Q,

donde S(f) es el coste asociado con el flujo en los arcos y R(g) es el coste asociado con la demanda y
denotamos por {2 la regién factible definida por las restricciones (1.48)-(1.55).

Ahora probaremos que la solucién del anterior modelo de optimizacion satisface las condiciones de
equilibrio. Bajo la hip6tesis (1.46) ‘el TAP-M es un problema convexo y las condiciones de optimalidad
se formulan: encontrar (f*,g*) € Q tal que

VS(E)T(f —£) + VR(g") (g —g") >0, V(f,g) € (1.56)
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Consideremos el flujo en los hipercaminos h* € Q cumpliendo f* = 6fh* y g* = §8h*. Daremos la
formulacién del anterior problema de desigualdades variacionales en términos de las variables h,. La
funcién objetivo estd constituida por

VSEY(E— 1) = 0.3 alfi)(fi— )+ 00 S alfi)(fi— f7),

leA leB
VR(g) (g—g") = > UXl-g)+1/8) >, D (ngk+a")(gh-gb) (157
weWw ke{a,b,c,d} weW
— (1/B2) > (g ) (gl —g5) + (1/B2) D > (g + o) (95, — 6570)-
wew weW teTy,

Empleando la restriccién (1.52) podemos expresar el término del coste en los arcos, el cual depende
del flujo en los arcos, en funcién del flujo en los hipercaminos hy, y hy,.

0.3 el = ) = 0.3 alf) | 3 —

leA leA weWw

-3 |2 3 [t 0, s 3 (z a5, ) - )| 159

weW |[teT, pePy Li€cA o pePs \l€A Tw

Z Z Sip(hy — hyy) + Z O1p(hyp

T teT, pePY pePa

Empleando (1.11) y (1.12) podemos escribir la ecuacién (1.58) como

0> alf)Hi—F)=D | S 3 Cothy— 1)+ > Ci(hy — hY)

leA weW | peP}, teTy, peEP®

donde C’; = C'p(h*). Anélogamente obtenemos la siguiente expresién para los arcos en la red ptblica

by ali— 1) = Y| D Colhy—=h)+ > D" Clhy—hy)

leB weW [pePp teT, peP”J

Para usar una notacién abreviada consideramos que el modo (d) tiene un tnico camino éptimo
para cada demanda, esto es, P? = {h,}, y g% = h,. El coste del camino p € F_"f lo denotamos por UZ*
y es independiente del flujo del camino. Para unificar la notacién tomamos C = Ud* con p € P

Ahora expresamos el término VR(g*)” (g — g*) en funcién de las variables h,. Empleando la
ecuacion (1.49)

nk* ok
WS S Mg rat)gh gy = 3% S et g g

w keda,b,c} w ke{a,b,c} pePk
c* c cx h’lg "
(=1/82) ) (ngi)s —95) = DD — (hy — %),
w w pePS

Usando la expresién (1.51) podemos reemplazar las variables g¢ , g&, de la funcién objetivo por las
variables hy y hy.

ZZ (Ingg +at)(g$’t_th ZZ Z lngwt+at)<h —h*)

w teT, w teT, pGPC
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Sustituyendo las anteriores expresiones en (1.56) obtenemos:

31 ID D BN R F

w | ke€{a,b,d} pePk

_ IngS +a¢ Ings Ingdy+af .
+ >y (C,,+ Tt 5 (hy —h%)| >0,Yh e Q,
teT,, pePS ,

h* es una solucién de TAP-MVIP(C — A, ), y por tanto es un flujo en equilibrio.

Alternativamente al método aqui seguido, Ferndndez y otros [73] emplean las condiciones de opti-
malidad de Karush-Khun-Tucker para demostrar que la solucién del TAP-M satisface las condiciones
de equilibrio C1, C2 y C3.



Capitulo 2

La clase de algoritmos CG/SD en
optimizacion convexa diferenciable:
analisis de la convergencia

Resumen

En este capitulo se introduce una clase de algoritmos de generacién de columnas (CG)/ descom-
posicién simplicial (SD) para problemas de optimizacién no lineales, convexos y diferenciables. Este
desarrollo estuvo motivado por los resultados numéricos de la descomposicién simplicial no lineal
(NSD), obtenidos en Larsson y otros [154, 141], aplicados a problemas no lineales de flujos en redes
de grandes dimensiones. La clase NSD se construyé sobre la idea intuitiva de que la generacion de
columnas no lineales tiene ventajas computacionales. La clase aqui desarrollada es maés general y
permite la generacién de columnas obtenidas como una solucién truncada del problema original. Esto
permite obtener columnas de gran calidad que conducen a una reduccién sustancial de los tamanos
de los problemas maestros restringidos, en comparacién con el cldsico RSD (Hearn y otros [123, 125]).
La convergencia global de esta clase se demuestra para problemas de minimizaciéon de una funcién
(pseudo-)convexa sobre un conjunto compacto y convexo. Propiedades sobre la convergencia finita
de los algoritmos CG/SD son también analizadas. El estudio teérico desarrollado en este capitulo se
completard con un estudio numérico sobre problemas de flujos en redes uniproducto y multiproducto,
que se realizara en el siguiente capitulo, mostrando una comparativa entre estos nuevos algoritmos y
los algoritmos RSD y NSD.

Palabras clave:

Descomposicién simplicial, generacién y eliminaciéon de columnas, aproximacién interior, simplices,
cara éptima, no degeneracién, minimizaciéon pseudoconvexa, minimo débilmente puntiagudo, conver-
gencia finita.
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2.1 Introduccion y motivacion

El algoritmo de descomposicion simplicial (SD), tuvo su origen en los trabajos de Holloway [128] y
Von Hohenbalken [127], lo que constituye una metodologia para la construccién de algoritmos para
problemas no lineales de grandes dimensiones. Hay dos caracteristicas principales en esta clase de
métodos:

(i) Estos métodos construyen y resuelven una aproximacién al problema original, obtenida reem-
plazando la regién factible por un conjunto poliedral que es una aproximacién interior (un sub-
conjunto) de dicha regién. Esta aproximacion se le conoce con el nombre de problema maestro
restringido (RMP).

(ii) Esta aproximacién interior es mejorada (aumentada) mediante la generacién de un vector (o
columna) en el conjunto factible, a través de la resolucién de otra aproximacién al problema
de optimizacién original (el subproblema de generacion de columnas, CGP) donde la funcién
objetivo es aproximada (a menudo por una funcién lineal).

Por tanto, la clase de métodos de descomposiciéon simplicial puede ser situada en el marco de
métodos de generacién de columnas. Como la sucesién de valores de la funcién objetivo de los pro-
blemas maestros restringidos es decreciente, este marco también pertenece a los algoritmos iterativos
factibles de descenso.

Los problemas para los cuales los métodos SD han sido aplicados satisfactoriamente son los que
poseen restricciones con estructura especial, como son los problemas con restricciones de red. (Hearn
y otros [125], Mulvey y otros [176]) o estructura de producto cartesiano (Larsson y Patriksson [140]).
Estas propiedades se explotan para resolver eficientemente los problemas lineales de generacién de
columnas mediante el empleo de métodos especializados. También ha sido constatado que estos
subproblemas lineales son la causa de una convergencia lenta cerca de la solucién 6ptima, debido a
un deterioro creciente en la mejora de la contribucién de cada columna. Esto fue experimentado en
los trabajos sobre el RSD de Hearn y otros [123, 125] y ha conducido al desarrollo de métodos SD
con generacién de columnas no lineales en Larsson y otros [154, 141] (ver también Patriksson [197]).
Los algoritmos desarrollados en esos trabajos estaban basados en la sustituciéon del subproblema
lineal por un problema estrictamente convexo tal como los emplean los algoritmos de Goldstein—
Levitin—Polyak Goldstein [112], Levitin y Polyak [150] o del método de Newton. Los subproblemas
convexos no requieren ser resueltos exactamente para asegurar la convergencia de los métodos. Estos
algoritmos truncados, dentro del contexto de algoritmos CG/SD, son convergentes y mejoran (a veces
sustancialmente) a los esquemas cldsicos.

Los experimentos numéricos realizados en redes multiproducto de mediano y gran tamano han
demostrado que estos subproblemas estrictamente convexos, conducen a generacién de columnas de
gran calidad, en el sentido de que conducen a grandes mejoras. Consecuentemente reducen, comparado
con el esquema clasico del algoritmo SD, el tamano y el nimero necesario de los RMP para alcanzar
una determinada precisién.

A continuacién presentamos el problema en estudio y discutimos algunos detalles de la clase de
algoritmos CG/SD.

2.1.1 Meétodos de generacién de columnas / descomposicién simplicial

Consideramos el siguiente problema restringido de optimizacién convexa diferenciable:

minimizar  f(x), [CDP(f, X)]

sujetoa x € X,

donde X C R™ es no vacio, convexo y compacto, y f : X — R es continuamente diferenciable y
pseudoconvexa en X. Bajo estas suposiciones, el conjunto de soluciones éptimas, SOL(f, X), es no
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vacio, convexo, compacto y caracterizado por la siguiente desigualdad variacional
-V f(x*) € Nx(x¥), [VIP(V £, X)]
donde

{zeR"|zT(y—-x)<0, VyeX}, xe€X,

" xé X (2.1)

Nx(X) = {

denota el cono normal de X en x € R".

La obtencion del método SD se basa en los dos resultados clasicos de representacién de conjuntos
convexos y de puntos en tales conjuntos. El primer resultado es el teorema de representacién (ver
por ejemplo, Lasdon [143], Bazaraa y otros [12]), que establece que un vector x € R™ pertenece a
un conjunto poliedral X siy sélo si se puede representar como combinacién convexa de sus puntos
extremos (p;, ¢ € P) més una combinacién no negativa de sus direcciones extremas (d;, j € D), esto
es, para algin par de vectores A y p,

X = Z )\ipi + Z [Ljdj, (22)

i€P JjED
=1, (2.3)
i€P
A i > 0, 1eP, jeD. (24)

Entonces, en principio, el conjunto poliédrico X puede ser representado internamente en funcién de
sus puntos y direcciones extremas, y el problema CDP(f, X) puede ser formulado en las variables \;
y 1t; en lugar de x. La ventaja de hacer esta transformacién es que la representacién interna de X
es mas simple que la representacion original usando igualdades y desigualdades lineales. Descartando
las restricciones operacionales (2.2), el conjunto descrito por (2.3) y (2.4) es el producto cartesiano de
un simplice y el octante no negativo. Un problema de optimizacién sobre dicho conjunto puede ser
resuelto con casi el mismo esfuerzo que el empleado en un problema no restringido (ver por ejemplo,
Bertsekas y otros [17]).

La desventaja de esta transformacion es que el nimero de puntos y direcciones extremas crecen ex-
ponencialmente con la dimensién del problema, y esto introduce un niimero impracticable de variables.
La practica de la descomposicién simplicial recae sobre el segundo resultado béasico de representacién
de conjuntos convexos, el teorema de Carathéodory (ver por ejemplo, teorema 17.1 de Rockafellar
[204]). Este resultado establece que un punto x en la envoltura convexa de cualquier subconjunto X
de R™ puede ser representado como una combinacién convexa de a lo sumo tantos elementos de X
como su dimensién, dim X (que es definido como la dimensién de su envoltura afin), mas uno. El
teorema de Carathéodory no se formula en término de direcciones y puntos extremos; y es por tanto
aplicable a conjuntos convexos generales. En el contexto de la descomposicién simplicial (cldsica)
se aplica este resultado a conjuntos poliédricos acotados, obteniendo que cualquier punto puede ser
descrito por una combinacion convexa de puntos extremos. El nimero total de estos puntos extremos
no puede exceder de la dimensién del poliedro més uno. Este resultado obviamente refina el teorema
de representacién.

La forma cldsica del método SD fue primeramente descrita por Von Hohenbalken [127]. El algoritmo
alterna entre la solucién de dos subproblemas. Conocida un subconjunto de puntos extremos P y de
direcciones extremas D de P y D respectivamente, f se minimiza sobre la aproximacion interna de X
definida reemplazando los conjuntos P y D en (2.2), en término de las variables X\i,i€Py fij, j € D.
[Este es el denominado problema maestro restringido (RMP); en algunas ocasiones a este problema
se le denomina paso de coordinacidn.]. Notar que empleamos la notacién A y [t para distinguir los
vectores en el RMP de los vectores (de mayores dimensiones) A y p en el problema maestro completo,
el cual es equivalente al CDP(f, X) y estd definido por el sistema (2.2)-(2.4). Denotando por A el
conjunto de vectores (5\, 1) cumpliendo las restricciones del sistema (2.3)—(2.4) para los subconjuntos

conocidos P y D y empleando (2.3) para sustituir x en funcién de (X, /i) [escribimos x = x(X, i)]. El
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RMP puede entonces ser formulado por

[RMP(f, A)]

minimizar f(X(S\a i)
)EA

sujetoa (A, i

Alternativamente, un punto o direccién extrema de X es generado a través de la solucién de
una aproximaciéon a CDP(f, X), en la que la funcién f es reemplazada por su aproximacién lineal,
y — f(x) + Vf(x)T(y — x), definida en la solucién, x, de RMP(f, A), esto es, por el problema

minimizar Vf(x)T
. f(x)"y 25)
sujetoa yeX

Este es el llamado subproblema de generacién de columnas, CGP, y corresponde al paso de des-
composicion en la descripcién de algunos métodos de generacion de columnas. Si la solucién a este
problema pertenece a la actual aproximacion interior, la actual solucién x, es éptima para el problema
CDP(f, X), entonces —V f(x) es un elemento de Nx(x). En caso contrario, P o D es aumentado
por un nuevo elemento y la aproximacién interior resultante conduce a un nuevo RMP que tiene un
valor 6ptimo estrictamente menor que el anterior; el tltimo resultado es derivado del hecho de que
V£(x)Td < 0 (esto es, d define una direccién de descenso con respecto a f en x), donde d denota la
direccién d := y — x hacia el nuevo punto extremo y, o una nueva direcciéon extrema. Este proceso
de resolver un CGP y un RMP es repetido iterativamente.

En el método de Von Hohenbalken [127], el teorema de Carathéodory es empleado en la validacién
de una regla de eliminacién de columnas, de acuerdo a la cual, cualquier punto o direccién extrema
cuyo peso sea cero en la expresién de la solucién x del RMP, sera eliminado/a; gracias a la finitud de
los conjuntos P y D y al hecho de que la sucesion de valores 6ptimos de la funcién objetivo del RMP
es estrictamente decreciente, la convergencia del algoritmo SD a una solucién 6ptima se realiza en un
numero finito de iteraciones.

La denominada descomposicién simplicial restringida (RSD) fue desarrollada por Hearn y otros
[123, 125]. Este algoritmo constituye una mejora del SD para los problemas donde el conjunto X es
un poliedro acotado. La base para tal mejora esté en la observacién de que cualquier solucién factible,
por ejemplo las soluciones 6ptimas, debe poderse representar como una combinacién convexa de a lo
sumo dim X + 1 puntos extremos, como afirma el teorema de Carathéodory. Realmente, la méxima
dimension de puntos extremos necesarios para describir la solucién éptima x* es dim F™* + 1, donde
F* es la cara optima de X. En el contexto de minimizacion convexa diferenciable, este conjunto esté
descrito por

P = {y e X | Vf(x")T(y - x") = 0}.

Este conjunto es la envoltura convexa de los puntos extremos de X que resuelven el problema de
aproximacion lineal (2.5) de CDP(f, X), basdndose en esta observacién, Hearn y otros introducieron
un parametro r en el esquema original SD para limitar el niimero de puntos extremos almacenados
en el RMP. Cuando esta cantidad es alcanzada, cualquier nuevo punto extremo generado reemplaza
la columna de P que posee un menor peso en la solucién del RMP. Para asegurar la convergencia del
algoritmo, la solucién del RMP debe ser retenida como una columna individual (no obstante, no es
contada entre las r columnas activas).

El valor de r es crucial para la eficiencia del algoritmo. Si r > dim F* 4 1, entonces el niimero
de los RMP a resolver es finito, y la velocidad de convergencia es gobernada por la velocidad de
convergencia del método empleado para resolver el RMP; entonces, el algoritmo RSD posee una
convergencia superlineal si se emplea (por ejemplo) el método de Newton proyectado (Hearn y otros
[125]). Sir < dimF* + 1, entonces el RSD posee sélo convergencia asintética, y la velocidad de
convergencia es la misma que el algoritmo de Frank-Wolfe (que es obtenido como caso especial del
RSD cuando r = 1), esto es, la tasa de convergencia es sublineal. La dimensién de F* no puede ser
estimado de los datos del problema y es desconocido a priori, el valor adecuado de r debe ser basado
en la experiencia computacional.
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El algoritmo RSD ha sido satisfactoriamente aplicado a problemas no lineales de grandes dimen-
siones con estructura especial, en particular, en modelos de programacién matemaética de flujos no
lineales en redes, donde el subproblema de generacién de columnas se reduce a un problema de flujos
lineales en redes que pueden ser eficientemente resueltos (ver por ejemplo, Hearn y otros [125], Mulvey
[176], Larsson y Patriksson [140]). La experiencia con el método RSD ha mostrado que hace rapidos
progresos inicialmente, y rdpidamente alcanza una solucién casi 6ptima, especialmente cuando es em-
pleado un gran valor de r y cuando un método de segundo orden es utilizado en la solucién de RMP,
pero esta velocidad se reduce cerca de la soluciéon 6ptima. El algoritmo RSD es menos eficiente para
problemas que poseen grandes valores de la dim F™*, que hace que el valor de r, el niimero y el tamano
de los RMP lleguen a ser excesivamente grandes.

La explicacién de esta conducta se encuentra en la construccién del problema de generaciéon de
columnas que emplea una aproximacion de primer orden de f. El subproblema de generacién de
columnas en el RSD es el mismo que en el algoritmo de Frank—Wolfe mencionado anteriormente. Es
sabido que la calidad de éstas direcciones de busqueda se deteriora rapidamente. La razon es que la
sucesién de derivadas direccionales {V f(x?)Td!} en las direcciones de biisqueda d! := y! — x’ tienden
a cero pero la sucesién {d’} no converge a 0; lo que implica que las direcciones de bisqueda tienden
rapidamente a ser ortogonales al gradiente de f y por tanto la calidad de las columnas generadas
(entendida como la mejora inducida en el RMP) serd rdpidamente deteriorada. Una conclusién natural
es emplear en la fase de generacién de columnas del método SD una mejor aproximacion de f, de ello
se podria esperar una mejor calidad en las columnas y por tanto una mejor aproximacién interior en
el RMP. Larsson y otros [154, 141], basdndose en esta observacién, extendieron el algoritmo RSD a
métodos de generacion de columnas no lineales. Esta clase se denomina descomposicion simplical no
lineal (NSD). Estos métodos poseen menor sensibilidad a la dimensién de la cara éptima debido a que
emplean un menor nimero de columnas para describir la solucién 6ptima. Esto hace que los métodos
requieran un menor nimero de iteraciones y permite elegir un valor del parametro r menor.

El método NSD se obtiene reemplazando en el RSD el subproblema de generaciéon de columnas
lineal (2.5) por el mds general

minimizar Vf(x)7y + o(y, x),
sujetoa yeX [CDP(p(+,x),Vf, X,%)]

donde ¢ : X X X +— R es una funcién continua de la forma ¢(y, x); y para todo x € X es convexa y
continuamente diferenciable respecto a la variable y. Ademads, se asume que satisface las propiedades
de p(x,x) =0y Vyp(x,x) = 0 para todo x € X.

Entre las posibles elecciones para ¢ mencionamos las siguientes, donde x* denota el punto en la
iteracién t, diag denota la parte diagonal de una matriz y donde v > 0:

oy, x") Subproblema
0 Frank—Wolfe
(1/2)(y — Xt)Tv2f(Xt)(y —x") Newton
(1/2)(y — x")T[diag V2 f(x")](y — x") Diag. Newton
v/2]ly — x*|]? Proyeccién

Supongamos que en la iteracién t el algorimos ha generado la columna y*. El método NSD no
almacena y* sino su extensién a la frontera (relativa) de X, esto es,

yii=x (3t - x, donde  f; :=max{{|x"+{(y' —x")e X }. (2.6)

La motivacién de esta operacién es aumentar tanto como sea posible la aproximacién interior X! C X.
Notar que esta operacién en los métodos RSD y SD es initil ya que no se puede prolongar las
columnas obtenidas como solucién de (2.5), por ser puntos extremos de X. Por otro lado, la solucién
de CDP(p(+,x), Vf, X, x) puede ser un punto del interior (relativo) de X y esta operacién proyectaria
la columna en la frontera relativa.

NoTA 2.1.1 (Extensién de los métodos de direcciones factibles a bisquedas multidimensionales). Varios
trabajos anteriores han empleado el subproblema CDP(p(-,x), Vf, X,x) con métodos de biisquedas
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lineales para CDP(f, X) (ver por ejemplo, Tseng [229], Patriksson [193, 194], Migdalas [172], Zhu y
Marcotte [250], Patriksson [197]). El algoritmo NSD puede ser interpretado como una generalizacién
de estos métodos de busquedas unidimensionales a métodos con bisquedas multidimensionales. La
clase planteada en este capitulo contiene los subproblemas de tipo CDP(p(+,x), Vf, X, x) y muchas
otras alternativas.

Esta interpretacién posible proporciona un nueva motivacién para la clase aqui descrita. Para
problemas altamente no lineales, los métodos de bisquedas unidimensionales pueden llegar a ser ine-
ficientes debido a que consideran longitudes de paso demasiado pequenas. Varias alternativas han
sido desarrolladas para subsanar esta deficiencia tales como busquedas sobre curvas y esquemas de
tipo “trust region”. El marco propuesto reemplaza la bisqueda unidimensional por bisqueda sobre
conjuntos de mayores dimensiones que podrian beneficiarse de la posibilidad de emplear conjuntos no
poliedrales. a

Muchas de las ventajas del método RSD recaen sobre las propiedades del conjunto X. Estas estdn
todavia presentes en los métodos NSD debido a que puede ser explotadas para resolver los problemas
CDP(¢(-,x),Vf,X,x). La convergencia finita se perderd en general, debido a que son generados
puntos no extremos (ver ejemplo 2.4.17). Cabe esperar que sea mas répida la convergencia del
método NSD que la del RSD, en funcién del nimero de iteraciones y del tiempo requerido, ya que los
subproblemas no lineales pueden ser resueltos eficientemente. En los experimentos numéricos de redes
no lineales de grandes dimensiones tales conclusiones fueron obtenidas en Larsson y otros [154, 141]
quienes observaron que el NSD es relativamente menos sensible a los valores de dim F* que el RSD,
esto permite emplear un menor valor de r en el NSD.

Finalmente remarcaremos que los resultados para la convergencia del NSD permiten que tanto el
CGP y RMP puedan ser resueltos aproximadamente. Esto facilita las aplicaciones practicas de la
clase. En Hearn y otros [125], la convergencia se establece para el RSD cuando el RMP se resuelve
empleando Unicamente una iteracion del método de Newton. El esquema de generaciéon de columnas
/ descomposicién simplicial de Larsson y otros [138] es validado para soluciones truncada en ambos
subproblemas, empleando el concepto de aplicaciones cerradas. Varios desarrollos sobre estas lineas
han sido realizados en el capitulo 9 de Patriksson [197] para el NSD, donde la propiedad de clausura de
la aplicacién multievaluada definida por el algoritmo no es necesariamente exigida y donde las reglas
para la introduccion o elimacion de columnas son mas generales. Estos desarrollos han sido empleados
en la construccién de la versién conceptual de la clase de algoritmos CG/SD.

2.1.2 Motivacion para una nueva clase de algoritmos de generacion de
columnas / descomposicién simplicial

El algoritmo NSD de Larsson y otros [154, 141] considera solamente una parte de los posibles modos de
generar columnas de alta calidad a través de la exploracién de problemas de generaciéon de columnas
no lineales. Una clase de algoritmos que no ha sido explorada en el marco del NSD es la que obtiene
columnas mediante la resoluciéon aproximada del problema original aplicando un niimero limitado de
iteraciones de algin algoritmo. En el NSD este niimero siempre es uno, y el clasico SD efectia una
Unica iteracién del algoritmo de Frank-Wolfe sobre el problema original. Parece razonable que estos
esquemas mejoraran los anteriores.

No obstante, una importante motivaciéon para el desarrollo de la presente clase de algoritmos, se
encuentra en la experiencia computacional de Larsson y otros [154, 141], en la que se establecié que
la resoluciéon de mejores aproximaciones al problema original tenia ventajas computacionales. El limi-
tado rango de métodos para la generacién de columnas en Larsson y otros [154, 141] permite mejoras
sustanciales para la clase anterior. Algunas cuestiones tedricas importantes no fueron abordadas en
Larsson y otros [154, 141], y algunas de ellas son tratadas en este capitulo. Primeramente, ningu-
na indagacién fue realizada sobre las propiedades de la aproximacién interior X*. En ese capitulo
demostraremos que, en el caso general de los algoritmos CG/SD, estos conjuntos son simplices ba-
jo las hipdtesis naturales de resolucion exacta del RMP y bajo las mismas reglas de eliminacién de
columnas que en los trabajos de (Von Hohenbalken [127], Hearn y otros [123, 125]. En segundo lugar,
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Larsson y otros probaron que en el NSD las columnas generadas identifican finitamente la cara 6ptima,
pero nada fue probado respecto a la sucesién {x‘}. Probaremos que la aproximacién interior X! en
el CG/SD identifica la cara ptima de X en un nimero finito de iteraciones, por tanto, la sucesién
{x'} también lo hace. Una posible aplicacién de este resultado es la construccién de algoritmos que
combinen inicialmente un algoritmo CG/SD y finalmente un algoritmo de conjuntos activos donde la
busqueda es reducida al subespacio de restricciones activas. En tercer y ultimo lugar, es sabido que
el algoritmo RSD es finitamente convergente bajo ciertas condiciones en su especificaciéon. Larsson y
otros [154, 141] no estudiaron esta propiedad para el algoritmo NSD. Demostraremos para el CG/SD,
en el caso general de conjuntos convexos y bajo la hipdtesis de éptimos débilmente puntiagudos, que
posee la propiedad de convergencia finita.

En la préoxima seccion se desarrolla el marco propuesto y se analiza su convergencia asintética. El
algoritmo es dado en forma conceptual para permitir una gran flexibilidad en sus realizaciones. En
la seccién 2.3, estudiamos varias formas de definir la aproximacién interior del conjunto factible y
establecemos las condiciones bajo las cuales este conjunto es un simplice. Desarrollamos condiciones
sobre la geometria del problema de optimizacion y sobre los algoritmos usados en el CGP y en el RMP
de modo que las restricciones activas, o incluso las soluciones, puedan ser identificadas en un nimero
finito de iteraciones.

2.2 El algoritmo conceptual CG/SD y su convergencia

2.2.1 El algoritmo CG/SD

Comenzamos estableciendo y validando el esquema conceptual del algoritmo CG/SD, que permite la
solucién inexacta tanto del RMP como del CGP y ademdas una mayor generalidad en las reglas para
la adaptacién de la aproximacion interior. El algoritmo estd descrito por medio de unas aplicaciones
(posiblemente punto—conjunto) algoritmicas que permite asumir condiciones similares a las empleadas
en el andlisis de la convergencia de Zangwill [248].

Supondremos que el problema de generacion de columnas se resuelve empleando un procedimiento
iterativo, denotado por A¥ y perteneciente a una coleccién finita de algoritmos K., de dos tipos
posibles. Para la primera alternativa, el algoritmo se aplica una vez en cada iteracién principal
y proporciona una direccién de descenso. Decimos que este algoritmo es de tipo 1. La segunda
alternativa recae sobre la existencia de una funcién de mérito, IT : X x X +— R", para el problema de
generacion de columnas. En este caso, el algoritmo es aplicado al menos una vez (posiblemente varias
veces) comenzando en el punto x. Asumiremos que cada vez que se aplica el algoritmo se produce
una reduccién del valor de la funcién de mérito TI(+,x), a no ser se haya obtenido una solucién del
problema de generacién de columnas; decimos que estos algoritmos son de tipo 2.

Supondremos que los problemas maestros restringidos se resuelven empleando una clase finita de
algoritmos iterativos con similares propiedades que los algoritmos del tipo 2, pero en lugar de reducir
una funcién de mérito genérica reducen el valor de f. Esta clase se denota K. En cada iteracién se
aplica uno de estos métodos que es denotado por A¥ con k € K,.

Los algoritmos empleados en el RMP y en el CGP pertenecen a la clase de algoritmos cerrados de
descenso:

HipoTESIS 2.2.1 (Algoritmos cerrados de descenso). Sea X C X un conjunto no vacio, compacto y

convezo, y sea A : X — 2% una aplicacion multievaluada sobre X. SeaTl: X x X — R" una funcion
continua en X X X cumpliendo que VII(-,x) = Vf(-) y la funcion I1(-,x) es pseudoconveza para todo
x € X. La aplicacion A satisface las siguientes tres condiciones:

(a) (Cerrada). La aplicacion A es cerrada en )A(, esto es, para cada x € )A(,

{x'} ﬂ}

yle A, Yoy o YEAX:



74 Capitulo 2. La clase de algoritmos CG/SD: andlisis de la convergencia

(b) (Punto fijo). x € SOL(f,X) <= xcA(x) <= xcarg minye x II(y,x).
(c) (Descenso). Sea x € X \ SOL(f,X). Si A es de tipo 1 entonces

y € A(x) = 36 >0: f(x+4y —x)) < f(x), VL€ (0,];
si A es de tipo 2 entonces

(y,x) <II(x,x) si es empleada en el problema CGP

€A =
Y ) {f(y) < f(x) si es usada en el problema RMP.

Notar que cuando un algoritmo de tipo 2 es aplicado al problema CGP también se produce un
descenso en la funcién objetivo f debido a la propiedad de convexidad de II(-,x) y la igualdad

VII(-, x) = V().

En la tabla 3.1 se recoge los diferentes pasos del algoritmo CG/SD. El algoritmo descrito en esta
tabla es conceptual, pero describe importantes casos particulares. El ejemplo 2.2.3 muestra algunos
métodos conocidos que pueden situarse en este marco.

Tabla 2.1: El algoritmo CG/SD

0. (Inicializacién): Elegir un punto inicial x° € X, y tomar ¢ := 0.

1. (Problema de generacién de columnas): Elegir un algoritmo A¥*, k; € K.. Si es de tipo 1,
aplicar una iteracién; en caso contrario aplicar por lo menos una iteracién sobre CDP(f, X),
comenzando en x¢. Sea y! el punto resultante.

2. (Criterio de terminacién): Si x! resuelve CDP(f, X) — parar. En caso contrario, continuar

3. (Aumento del conjunto): Sea X'*! C X un conjunto compacto no vacio y convexo tal que el
segmento [x!,y!] C Xt+1.

4. (Problema maestro restringido): Elegir un algoritmo A¥, k; € K,. Aplicar al menos una
iteracién de este algoritmo sobre CDP(f, X™!) comenzando en el punto x!. Sea el punto
resultante x**1,

5. (Actualizacién): Tomar t :=t¢ + 1. Ir al paso 1.

2.2.2 El resultado basico de convergencia

El siguiente resultado de convergencia global extiende el dado en Larsson y otros [138] para el NSD a
la clase de generacién de columnas / descomposicién simplicial. Esta, respecto a la dada en Larsson
y otros [138], permite una definicién mds general de la aproximacién interior y una mayor flexibilidad
en la eleccién de los algoritmos usados en los pasos 1 y 4. La demostracién aqui planteada combina
la dada en Larsson y otros [138] con las realizadas en Patriksson [194, 197] para algoritmos truncados
de descenso con aplicaciones multievaluadas cerradas.

TEOREMA 2.2.2 (Convergencia global). Suponiendo las hipétesis 2.2.1 entonces se cumple que la suce-
sion {x'} de iteraciones converge a SOL(f, X) en el sentido que

d x1 .= { minimizar ||x* — x|/ — 0. 2.7
{dson(r.x)(x)} := | minimizar | [ (2.7)
DEMOSTRACION. Si la convergencia es finita entonces la 1ltima iteracién es éptima. Supondremos
que la sucesién {x!} es infinita.

La sucesién { Xt} estd formada por conjuntos compactos, convexos y no vacios de X por tanto posee

al menos un punto de acumulacién, X C X (en el sentido de convergencia de conjuntos, ver Salinetti y
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Wets [208] y el capitulo 4 de Rockafellar, y Wets [206]), que también es no vacfo (de [x!~!, y?~1] C X*
para todo t, y del teorema 4.18 Rockafellar y Wets [206]), compacto (de X' es compacto para todo
t y de la proposicién 4.4 Rockafellar y Wets [206]), y convexo (de X' es convexo para todo t, y la
proposicién 4.15 Rockafellar y Wets [206]). La demostracion se centra en las subsucesiones que definen
el conjunto limite X , el cual (por simplicidad en la notacién) no serd formulado explicitamente.

Del hecho de que existen infinitas iteraciones y de que los conjuntos K. y K, son finitos, existira
al menos un par de estos elementos, digamos (k., k;), que apareceran un numero infinito de veces en
la subsucesién que definen el conjunto X.

Como la sucesién {x'} pertenece al conjunto compacto X, ésta tiene un conjunto no vacio y acotado
de puntos de acumulacién que denotamos por X C X, el cual, es un conjunto cerrado (ver por ejemplo,
teorema 3.7 de Rudin [207]). Por ser f continua, podemos encontrar una subsucesién convergente,
denotada {x'};c7, donde T C {0,1,2,...}, cuyo limite x” € argmax__v f(x). Entonces, x” € X
(ver por ejemplo, la proposicién 1.1.2 de Aubin y Frankowska [8]).

Denotamos por z'~! € X! t € 7, la primera iteracién del algoritmo A% aplicada al problema
maestro restringido CDP(f, X*), comenzando desde x~! € X*. En cada iteracién de este algoritmo
se produce un descenso con respecto a f, al menos que el punto inicial sea una soluciéon del RMP,
CDP(f, X*). Entonces para todo t € 7, f(x!) < f(z'™1) < f(x*71). Sea x7~! € X el limite de
una subsucesién convergente de la sucesion {x‘"!l,cr y sea 277! € X un punto de acumulacién
de la correspondiente subsucesién {z'~!};c7. Tomando el limite correspondiente a este punto de
acumulacién, la continuidad de f conduce a f(x7) < f(z7 1) < f(x771).

Debido a que x? ! € X y a la definicién de x7 obtenemos que f(x7) > f(x? ') y concluimos que
f&T) = f(z77Y) = f(x771). La iltima igualdad, junto con la propiedad de clausura y de descenso
de la aplicacién definida por el algoritmo A* conducen a que x7 ~! € SOL (f, X ). Entonces, usando
la relacién f(x7) = f(x71) y la definicién de x7, obtenemos que para todo x € X, f(x) > f(x7),
y que para todo x € X, f(x) = f(x7). De ahi, X C SOL (f, X).

Ahora, sea ¢ > 0, existe un nimero infinito de iteraciones x con dSOL(f’X)(Xt_l) > ¢. Esta
sucesién infinita de iteraciones tiene algin punto de acumulacién, denotémoslo por X, que es el limite
de alguna sucesién convergente {x'~'} ~ donde 7 C {0,1,2,...}. De lo anterior sabemos que

N teT’
x € SOL(f, X).
Primero supondremos que el algoritmo A¥< es de tipo 1. Sea ¥ un punto arbitrario de acumulacién

de la sucesién {yt_l}te%. Del hecho de que y*=! € X para todo t € T, se cumple que y € X (ver por

ejemplo, la proposicién 1.1.2 Aubin y Frankowska [8]). De X € X*, obtenemos que V(X)T(y—x) > 0.
Sin embargo X ¢ X*, entonces por cumplirse que la aplicacién multievaluada definida por el algoritmo
AFe es cerrada y de descenso, obtenemos que V f(X)T(y —X) < 0 lo que conduce a una contradiccién.
Obteniendo x € SOL (f, X).

Supondremos ahora que el algoritmo A es de tipo 2. Para todo t € T , sea v € X que
denota el punto obtenido por la realizacién de una iteracién del algoritmo A¥e sobre el problema
CDP(f, X), comenzando en x‘~!. En cada iteracién del algoritmo A% se produce un descenso con
respecto a II(-,x’), al menos que la actual iteracién sea una solucién al problema de generacién
de columnas, ello conduce a que t € 7, II(y"1,x~1) < I(vi~1,x1) < II(x*~!, x'1). Tomando
limites correspondientes a una apropiada subsucesién infinita, la continuidad de IT nos lleva a que

II(y,x) < II(X,X), donde y € X denota un punto de acumulacién de la sucesién {yt_l}te%. Como

y'~1 € X! para todo t € T, se cumple que y € X. Del hecho de que X € SOL (f,)?) concluimos que
II(y,x) > II(X,X), y entonces, II(y,X) = II(X,X). La igualdad, junto con las propiedades de descenso
y de cerradura de la aplicacién algoritmica A%<, implican que X € SOL (f, X). Obteniendo € = 0.
Hemos identificado un par de algoritmos k. y k. de las colecciones K. y K, y la aplicaciéon que
define el resto de iteraciones es de la forma C(x) := {y € X | f(y) < f(x) }, x € X, para cualquier
conjunto compacto convexo no vacio X C X. Podemos invocar el teorema del paso espaciador (ver
por ejemplo, p. 231 de Luenberger [152]), que garantiza que el resultado sigue siendo cierto para toda
la sucesion, gracias a las propiedades de los algoritmos k. y k, establecidas anteriormente. a

t—1

t—1

EJEMPLO 2.2.3 Ejemplos de algoritmos CG/SD.

(1) (SD). La fase de generacién de columnas en el método SD es un algoritmo de tipo 1 y estd



76 Capitulo 2. La clase de algoritmos CG/SD: andlisis de la convergencia

definido por el subproblema del algoritmo de Frank—Wolfe; el hecho de que ! es un punto extremo
hace que la regla (2.6) produzca ¢; = 1. Entonces X'*! := conv (X' U {y*}). Podemos no emplear
ninguna regla de eliminacién de columnas o la misma que en Von Hohenbalken [127], bajo la cual
se eliminarfan todos los puntos extremos de X! que no son necesarios para representar x' como
combinacién convexa, es decir, aquellos cuyos pesos valiesen cero. En ambos casos, X!*! es un

subconjunto compacto, convexo y no vacio de X y la condiciéon establecida en el paso 3 de la tabla 3.1.

(2) (RSD). Analizado el ejemplo anterior s6lo queda justificar que para cualquier eleccién de r
se cumple la exigencia del paso 3 de la tabla 3.1 y esto es cierto debido a que las columnas son
introducidas como en un esquema SD o en otro caso se almacenan explicitamente la solucién x* del
RMP. Cuando 7 = 1 el algoritmo colapsa en el de Frank-Wolfe y X1 := [x! y!].

Notar que el algoritmo empleado por Hearn y otros [125] para el RMP se toma una iteracién del
método de Newton como A* (que es un algoritmo cerrado con la propiedad de punto fijo y que produce
un descenso para f bajo las hipotesis de pseudo-convexidad para f. Por tanto se cumple las hipétesis
2.2.1).

(3) (NSD, versién exacta). Una versién exacta del método NSD de Larsson y otros [154, 141]
puede ser obtenida tomando A¥ como el problema de generacién de columnas CDP(p(-,x), V£, X, x),
seguido por la expansién (2.6). La hipétesis 2.2.1 se cumple para esta clase de métodos, por el resultado
establecido en el capitulo 2 de Patriksson [197].

(4) (NSD, versién truncada). El método NSD de Larsson y otros [154, 141] aplicado al TAP emplea
un algoritmo truncado de Frank—Wolfe para (aproximadamente) resolver el problema de generacién de
columnas CDP(ip(+,x), V f, X, x). Este tipo de algoritmo también se sitiia en este marco definiendo .A*
mediante la construccién del problema CDP(p(+,x), V f, X, x) y empleando k iteraciones del algoritmo
de Frank—Wolfe para su solucién (el valor de k; en cada iteracién ¢ no es necesario darlo a priori, puede
ser el resultado de la estrategia empleada de truncamiento). Su aplicabilidad estd asegurada por los
mismos argumentos empleados en la versién exacta del NSD, por el resultado obtenido en el capitulo
2 de Patriksson [197]. En este caso, la funcién de mérito II(-,x) es idéntica a la funcién objetivo del
subproblema CDP(p(-,x), Vf, X, x).

(5) (Evans multidimensional). El algoritmo con subproblemas de Evans desarrollado en el capitulo
1 para el TAP-M con costes simétricos es un ejemplo de algoritmo CG/SD. El algoritmo de generacién
de columnas (de tipo 1) estd definido por el subproblema de Evans y el algoritmo A es un método
de Newton proyectado Bertsekas [17]. O

2.3 Propiedades del del problema maestro restringido

La aproximacion interior del conjunto X empleada en el SD es un conjunto poliedral cuyos puntos
extremos también lo son de X. En el RSD la aproximacién interior es ligeramente modificada, de
modo que cuando una columna con peso positivo es eliminada entonces también se almacena la actual
solucién x. En los métodos CG/SD podemos considerar reglas mucho més generales.

Para garantizar que la region factible de los RMP en la clase CG/SD sigue siendo un simplice como
ocurre con los métodos RSD y SD, es necesario introducir ciertas propiedades de la actualizacién de los
conjuntos X’. En esta seccién estableceremos reglas para la eliminacién e introduccién de columnas
en la aproximacién interior con el fin de garantizar que los conjuntos X! siguen siendo simplices.

2.3.1 Aproximacién interior de X

Cuando consideramos la actualizaciéon de la aproximacién interior de una iteracién a la siguiente
debemos considerar dos fases. La primera fase se decide qué columnas deben ser eliminadas. Este
criterio se puede basar en las coordenadas baricéntricas (pesos) de la representacién de x'. Por ejemplo
Hearn y otros [123, 125] eliminan las columnas no activas (peso nulo) o alternativamente se pueden
eliminar todas las que sus pesos sean insignificantes. En dicho caso se debe introducir el vector x!
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como una columna individual. En la segunda fase debemos decir qué columna se tiene que almacenar.
La diferencia esencial entre el método SD formulado por Von Hohenbalken y el de sus sucesores, con
el método aqui desarrollado, es que las columnas obtenidas no son necesariamente puntos extremos
de X. Si empleamos la estrategia (2.6) de Larsson y otros [141] entonces la columna introducida
pertenece a la frontera (relativa) de X.

En lo siguiente, usaremos P! para denotar el conjunto de columnas generadas y retenidas en la
iteracion ¢; ademas, P! es vacio o contiene una columna que corresponde a una solucién de algiin
RMP anterior. Definimos el conjunto P* = PL U PL.

La tabla 2.2 resume varias reglas empleadas en estas dos fases, las cuales constituyen realizaciones
del paso 3 en el algoritmo CG/SD de la tabla 3.1. (Ha sido incluida la inicializacién necesaria de los
conjuntos).

Tabla 2.2: Definicién del conjunto X?

0. (Inicializacién): Elegir un punto inicial x° € X, tomar ¢ := 0, P? = ), PY = {x°}, P* = POuP?
y X° = conv (PY). Sea r un entero positivo, y sea R, D {et} — 0.

3.1 (Regla de eliminacién de columnas): Sea x' =" \;p;, donde m = |P!| y p; € P’.

3.1.a (Solucién exacta para el RMP). Descartar todos los elementos p; cuyo peso sea A; = 0.
3.1.b (Solucién truncada del RMP). Descartar todos los elementos p; cumpliendo

VixHT(p; —x') >l > 0. (2.8)

3.2 (Extension a la frontera relativa de X): Sea 3 el vector generado por el algoritmo de generacién
de columnas, y sea y! definida por (2.6).

3.3 (Regla de aumento del conjunto de columnas):
3.3.a (Esquema de descomposicién simplicial). P!™t = Pt U {y'}. Tomar X**! = conv (P!*1).
3.3.b (Esquema de descomposicién simplicial restringida). Si [P < r, entonces el conjunto
Pl = Pty {y'}, y Pi*1 = P!; en caso contrario, reemplazar el elemento de P! con

minimo peso en la expresién de x! por y' para obtener P!t y tomar P/T! = {x'}.
Finalmente, tomar P!+l = Pitl ypitl y X1+l — conv (PIHL).

La regla de eliminacién de columnas 3.1.a es aplicada en la descomposicién simplial original (Hol-
loway [128], Von Hohenbalken [127]), y en los posteriores desarrollos de Hearn y otros [123, 125],
Larsson y otros [154, 141]. La regla 3.1.b se emplea cuando el RMP se resuelve aproximadamente. El
siguiente resultado muestra que cuando el RMP se resuelve de forma exacta ambas reglas coinciden.
Primeramente recordaremos la definicién de soluciones e-6ptimas.

DEFINICION 2.3.1 (e-optimalidad). El vector x € X es una solucién e-optima (e > 0) para CDP(f, X)
si se cumple

Vix)T(y—x) > —e, Yy € X. (2.9)
a

PROPOSICION 2.3.2 Sea X' una solucidn e-dptima para el RMP en la iteracion t con X' =" | \ipi,
donde Y% X\i =1, \; > 0, p; € P! para todo i € {1,...,m}, y m = |P!|. Entonces para cualquier
je{l,...,m}, se cumple que

si VIERHT(p; —x") >l >0 = Aj < c

_ 2.10
Te+tel (2.10)

s — A — .
DEMOSTRACION. Sea z = X! + a5 (x'—p;) = Z:’;J u:\—i\J)pl El elemento z pertenece a X* porque

es una combinacién convexa de puntos de P* C X? y X es un conjunto convexo.
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Empleando la propiedad de e-optimalidad de X! sobre X, entonces se cumple

Aj

—e < V) (z—-%") = ——L=VIE) (p, —%").
(1—=X))
Por hipétesis, obtenemos que —(li—{\j)v f&EHT(p; — %) < —(li—&j)sﬁ. Combinando estas desigual-
dades obtenemos el resultado deseado. 0

Nota 2.3.3 (Equivalencia entre las reglas de eliminacién de columnas). Este resultado implica que si
el RMP se resuelve de forma exacta (es decir, esto significa ¢ = 0 ), entonces A; = 0 en (2.10), aqui
las dos reglas coinciden. (Ver también el lema 1 de Hearn y otros [123] para un resultado similar en
el contexto del método RSD.) En general, la regla 3.1.a de eliminacién de columnas es més agresiva
que la proporcionada por la regla 3.1.b. a

2.3.2 Las aproximaciones interiores son simplices

La aproximacién interior Xt = conv (P?) empleada por los métodos SD y RSD son simplices bajo la
hipétesis de que los RMP son resueltos de forma exacta (teorema 3 de Hearn y otros [123]). Ahora
estableceremos que esta propiedad también se cumple en los métodos CG/SD, incluso sin la suposicién
de que X sea un conjunto poliedral. Introducimos las siguientes definiciones y propiedades para los
simplices tomadas de Rockafellar [204].

DEFINICION 2.3.4 (Simplice). Sea {zo,z1,...,2,} son m + 1 puntos distintos de R™ con m < n
donde los vectores z, — zg, z2 — Zo, - - - , Zm — Zo son linealmente independientes, entonces el conjunto
C = conv(zo,21,...,Zm), que es la envoltura convexa de {zg,Zz1,... ,2n,}, es un m-simplice en
R"™. Ademds C estd contenido en subespacio de dimensién m y se dice que C tiene dimensién m, o
dim C = m. O

PROPOSICION 2.3.5 (Propiedades sobre simplices).

(a) Six es un elemento de un m-simplice C, entonces x estd univocamente determinado como una

combinacion convexa de puntos zg,z1,. .. ,Zm, definiendo C, es decir,

m m

X = E )\iZi, E )\Z:]., )\ZZO, i:O,l,...,m,

i=1 i=0

y l0s pesos Ao, A1, .- , Am SON Unicos.
(b) Sea x un elemento de un m-simplice C'y sea \; > 0 un peso positivo en la (Unica) expresion de
X como combinacion convera de zg,Z1, - - . ,Zm, entonces el conjunto
conv (20,21, -« ,Zi—1,X,Zif1s--- sZm)

es un m-simplice.

(c) Si conv(zg,21,...,%m) es un m-simplice entonces conv (Zg, 21, ... ,Zi—1,Zit1s--- »Zm) DPATG
cualquier i =0,1,... ,m es un (m — 1)-simplice. O

El resultado principal de esta seccién es el siguiente.
TEOREMA 2.3.6 (La aproximacidn interior es un simplice).

Suponemos que los RMP son resueltos exactamente. Entonces, el conjunto X! es un simplice para
todo t > 0.
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DEMOSTRACION. Probaremos por induccién que X! es un simplice al inicio del paso 3.3. Cuando
t =0, Xt = {x"}; entonces, X° es un 0-simplice. Suponer ahora que X es un sfmplice para t > 0.
Los elementos con pesos nulos han sido eliminados al comienzo del paso 3.3; entonces, los elementos
que se mantienen en P! deben tener pesos positivos. Por la hipétesis de induccién y la proposicién
2.3.5.c los puntos no eliminados definen un simplice. Sin pérdida de generalidad asumimos que al
principio del paso 3.3, P! = {po, P1,--- , Pm} y por hipétesis de induccién, P define un m-simplice.
Denotamos la envoltura convexa de este conjunto por X*.
El elemento x! es expresado como

m
xt:ZAipi, con \; >0y p; €P.
i=0

Se sigue que x' € rint (X*). Probaremos que si x* no es una solucién 6ptima para el CGP, entonces
conv (X' U {y'}) es un simplice, donde y* es la columna afiadida en la iteracién ¢ + 1. Primeramente
demostraremos que x! es también solucién Sptima para el problema de minimizacién de f sobre
aff (X*) N X, donde aff (X?) es la envoltura afin de X*. Como f es pseudoconvexa, x! es solucién
del problema si y sélo si

ViEHT(y —x') >0, para todo y € aff (X') N X, (2.11)

cuestién que procedemos a probar.

Sea y un elemento arbitrario de aff (X*)N X. Siy € X* C X entonces el punto y satisface la
desigualdad en (2.11) porque x! resuelve el RMP sobre X!. En caso contrarioy € aff (X*)—X*. Como
x! estd en el interior relativo de X, existe un tinico elemento, z, en el conjunto [x?, y]Nrfro (X?), donde
rfro (X?) es la frontera relativa de X*. Este punto cumple que y = x! + \(z — x) para algin A > 1.
Por la optimalidad de x’ sobre X! y el hecho de que z € X!, obtenemos que Vf(x")?(z — x') > 0,
esto conduce a Vf(x*)T(y —x') = A[Vf(x!)T(z —x*)] > 0. Esto completa la demostracién de (2.11).

Si x? resolviese el CGP en la iteracién t, el algoritmo termina sin generar el conjunto X**1. En caso
contrario, por la hipétesis 2.2.1.c, por la relacién VII(-,x*) = V f(-), siendo II(-,x*) pseudoconvexa y
del uso de la regla (2.6), se sigue que la columna y* generada en el paso 3.2 satisface V f(x) 7 (y* —x?!) <
0. Esta relacién junto con la optimalidad de x* sobre aff (X*) N X, implica que y* ¢ aff (X*). Como
X! es un m-sfmplice por la hipétesis de induccién conv (X* U {y*}) es entonces un (m + 1)-sfmplice.

En el caso de que la relacién m = |PL| < r se cumpla, entonces el conjunto es generado por el
paso 3.3.a. es X't = conv (P!*1) = conv (X! U {y'}). En caso contrario, cuando se cumple que
m = |Pt| = r, se emplea el paso 3.3.b para definir la siguiente aproximacién interior. Supondremos
sin pérdida de generalidad que P! = {po,... ,Pm_1}, ¥y sea PL = {x’'}. Por hipétesis, P! define un
m-simplice. En esta caso X'T! = conv (P!*!) donde P! = {pg,... ,Pi—1,Pit1s--- ,Pm-1,X,¥'},
para algin 4. Este conjunto define un m-sfmplice porque conv (po, P1,- - - , Pm_1,%X,¥") es un (m+1)-
sfmplice por lo anterior, por la proposicién 2.3.5.b conv (pg, P1, - - - , Pm—1,X’, ¥?) es un (m+1)-simplice
y X! := conv (po,... , Pi_1,Pit1,--+ s Pm_1,X’,y") es un m-simplice por la proposicién 2.3.5.c. En-
tonces, en cualquier caso, X**! es un simplice. Esto completa la demostracién. a

2.4 Convergencia finita en los algoritmos CG/SD

En esta seccién estableceremos algunas propiedades sobre la convergencia finita de la clase de algorit-
mos CG/SD. La investigacién se divide en dos partes. En la primera parte, establecemos condiciones
sobre el tipo de problemas y sobre las caracteristicas de los algoritmos empleados en la resolucion del
CGP y RMP, de modo que la cara éptima sea alcanzada en un nimero finito de iteraciones. Cuando
X es un poliedro este resultado implica que se identifican las restricciones activas en un niimero finito
de iteraciones. En la segunda parte estudiaremos propiedades més fuertes, de modo que el anterior
resultado implique que se alcance la solucién éptima. Esta condicién estd dada bajo la hipdtesis de
que SOL(f, X) es un conjunto de éptimos puntiagudos débiles.

Ahora introducimos algunas nociones de la geometria de los conjuntos convexos.
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2.4.1 Geometria de las caras y no degeneracién

Comenzaremos con algunas propiedades de las caras de los conjuntos convexos.

DEFINICION 2.4.1 (Cara). Sea X un conjunto convexo en R"™. Un conjunto convexo F es una cara de
X si los extremos de cualquier segmento en X, cuyo interior relativo tiene intersecciéon no vacia con
F, estan contenidos en F. Entonces, si x e y estdn en X y Ax + (1 — \)y pertenece a F para algin
0 < A < 1, entonces x e y también deben pertenecer a F'. a

El siguiente resultado coincide con los teoremas 18.1-2 de Rockafellar [204].

TEOREMA 2.4.2 Sea F' una cara de un conjunto convexo X. Si€) es un subconjunto de X cumpliendo
que rint Q) corta a F, entonces Q) C F. |

Un corolario de este resultado es que si el interior relativo de dos caras F} y F5, tienen una
interseccién no vacia entonces I, = F5. El siguiente resultado complementa al anterior, estableciendo
que cada punto de un conjunto convexo pertenece al interior relativo de una tunica cara.

TEOREMA 2.4.3 La coleccion de los interiores relativos de las caras de un conjunto convero X es una
particion de X. a

Emplearemos la notacién F(x) para denotar la tnica cara F' de X en la que x € rint F. Notar
que esta es la cara minimal conteniendo al punto x. Caracterizaremos estas caras minimales, para lo
que introduciremos las siguientes definiciones.

DEFINICION 2.4.4 (El cono k-tangente K x(x)). Un vector v se dice que es k-tangente al conjunto X
en el punto x en X si para algin ¢ > 0, x + tv € X para todo valor ¢t € (—¢,¢). El conjunto de los
vectores k—tangentes v en x es un cono, que es denotado por Kx(x). O

DEFINICION 2.4.5 (Linealidad de K). Para cualquier cono K, llamaremos linealidad de K, y lo deno-
taremos por lin K, el mayor subespacio conotenido en K, esto es, 1lin K = K N (—K). a

LEMA 2.4.6 (Caracterizacién de F(x)). Sea x € X. Se cumple que F(x) = (x +1lin Kx(x)) N X.

DEMOSTRACION. Es fécil de ver que (x 4+ 1linKx(x)) N X es una cara de X cumpliendo que
x € rint ((x + 1in K (x)) N X) Nrint F'(x). Empleando el teorema 2.4.3 estas caras son idénticas. O

Recordaremos la definicién (2.1) de cono normal Nx (x) al conjunto X en x. Notar que si F' es una
cara de X, entonces el cono normal es independiente de x € rint F', por tanto denotaremos Ny (F')
el cono normal a la cara F. El cono tangente a X en x, T'x(x), es el cono polar de Nx (x).

La cara de X que estd expuesta por el vector d € R" (la cara expuesta) es el conjunto

Ex(d) = d’y.
x(d) = argmax d’y

Para un conjunto convexo general, x € Ex(d) si y sélo si se cumple que d € Nx(x) (ver por ejemplo,
Burke y Moré [36]). Para conjuntos poliedrales, la cara expuesta es independiente de la eleccién del
vector d € rint Nx(x). Ademds, la cara de cualquier conjunto poliedral estd expuesta por algin
vector d. Estos resultados se cumplen para conjuntos convexos mas generales. En el andlisis de
propiedades de identificacién de los algoritmos CG/SD se centrarén en las propiedades de las caras
de X.
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DEFINICION 2.4.7 (Caras casi-poliedrales). Una cara F de X es casi-poliedral sii
aff F =x+ 1inTx (x), x € rint F. (2.12)
O

El interior relativo de una cara casi-poliedral es equivalente al concepto de cara abierta definido en
Dunn [68]. Cada cara de un conjunto poliedral X es casi-poliedral, pero no es cierto para conjuntos
convexos generales, como muestra el ejemplo dado en Burke y Moré [35]. Ademds, una cara casi-
poliedral no necesariamente es un conjunto poliedral. Las caras casi-poliedrales estdn expuestas por
algin vector de rint Nx(F'), y tienen otras propiedades comunes con las caras de los conjuntos
poliedrales. Ver Burke y Moré [35, 36] para propiedades de las caras casi-poliedrales.

Ahora volveremos a estudiar las propiedades de la cara éptima de X. La siguiente definicion
extiende la definicién de cara 6ptima dada para problemas con solucién tnica (ver por ejemplo, Wolfe
[238]) a problemas con mitiples soluciones.

DEFINICION 2.4.8 (Cara éptima). La cara éptima de CDP(f, X), es

F* = N Fiye,

x*ESOL(f,X)
donde Fy- = {y € X | Vf(x*)T(y —x*)=0}. O

El conjunto F™* es la interseccion de caras minimales. Es elemental mostrar que si la funcién f es
pseudoconvexa, entonces se cumple que F* O SOL(f, X). Notar que la cara Fy- es la cara expuesta

Ex(=Vf(x")).

En el caso donde f es convexa, entonces la funcién gradiente V f es constante en SOL(f, X), por un
resultado dado en Burke y Ferris Burke y Ferris [33]. Entonces en este caso, F* = Fy~ = Ex(—V f(x*))
para cualquier x* € SOL(f, X), simplificando la anterior definicién.

Bajo la siguiente condicién de regularidad sobre las soluciones éptimas se ha demostrado la iden-
tificacién de la cara éptima para varios algoritmos (ver por ejemplo, Dunn [68], Burke y Moré [35],
Patriksson [197]):

DEFINICION 2.4.9 (Solucién no degenerada). Una solucién 6ptima x* de CDP(f, X), es no degenerada
si cumple
—Vf(x*) € rint Nx(x*) (2.13)
O
Notar que esta condicién de regularidad es independiente de la representaciéon del conjunto X y
en el caso de que esté descrito explicitamente mediante restricciones, entonces esta relacién es mas
débil que la condicién de estrictamente complementariedad (Burke y Moré [35]). Antes de establecer
el resultado de identificacién finita para los algoritmos CG/SD, introduciremos dos condiciones de
regularidad que han sido empleadas en la literatura y las relaciones de una con otra.
DEFINICION 2.4.10 (Condiciones de regularidad).

(1) (Estabilidad geométrica Marcotte y Dussault [160] ). Una solucién éptima x* es geométricamente
estable sii

si Vi) (x—x*) =0 = x € F*. (2.14)

(2) (Regularidad geométrica, Dussault y Marcotte [69]). La cara éptima F* es geométricamente
regular si

SOL(f,X) CrintF", (2.15)

y el conjunto SOL(f, X) es no degenerado en el sentido de la definicién 2.4.9. d
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Una condicién suficiente para la estabilidad geométrica es la convexidad de f sobre X, como
remarcamos anteriormente.

Las nociones de estabilidad y regularidad geométrica son equivalentes cuando X es un conjunto
poliedral acotado (ver el corolario 2.4 de Dussault y Marcotte [69]). El siguiente resultado extiende
esta caracterizacion al caso general de conjuntos convexos bajo la suposicién de no degeneracién. La
cualificacién de restricciones de Guignard [113] utilizada implica que Nx (x) es un cono poliedral para
cada x. Los conjuntos poliedrales X satisfacen autométicamente esta cualificacién de restricciones.

TEOREMA 2.4.11 (Equivalencia entre las condiciones de regularidad). Suponer que se cumple la cualifi-
cacion de restricciones de Guignard. Ademds se supone que las soluciones optimas son no degeneradas.
Entonces, las siguientes tres afirmaciones son equivalentes.

(a) Cada x* € SOL(f, X) es geométricamente estable.
(b) F* es geométricamente regular.
(¢) F* es casi-poliedral y se cumple F* = F(x*) para todo x* € SOL(f, X).

DEMOSTRACION. [(a) => (b)]. Sea x* € SOL(f,X). Por definicién, x* € rint F(x*) para una
Unica cara F(x*) de X. También es claro que F(x*) = F*, por el hecho de que F* es la cara
minimal que contiene a x*. Ademads, por la estabilidad geométrica se cumple F* = Fy«. Entonces,
F* = Fy- = F(x*), y se sigue que x* € rint F*.

[(b) = (c)]. La siguiente relacién se cumple: x* € (rint F*) N (rint F(x*)) para todo x* €
SOL(f,X) . Como la coleccién del interior de las caras de X es una particién de X, entonces
F* = F(x*) para todo x* € SOL(f, X) .

Ahora probaremos que F* es una cara casi-poliedral. Como x* € rint F'*, demostraremos que
F* = (x*+1in (Tx (x*)) N X. Comenzaremos mostrando que F* C (x* + lin(Tx(x*)) N X. Em-
pleando el lema 2.4.6, obtenemos que F* = (x* + Kx(x*)) N X. Ademds, K(x*) C Tx(x*) y
lin K(x) = K(x), que establece la inclusiéon. Ahora probaremos la otra inclusién. Sea x* + v €
(x* + lin(Tx(x*)) N X. Empleando el lema 2.7 de Burke y Moré [35], se sigue que v € N1t(x*),
donde L denota el complemento ortogonal. Por otro lado se cumple N*(x*) = N=+(z) para todo
z € rint F* (ver el teorema 2.3 de Burke y Moré [35]). Esto implica que v € N1 (y*) para cada
y* € SOL(f, X) . Como se cumple —V f(y*) € Nx(y*), Vf(y*)Tv = 0 para cada y* € SOL(f, X) .
Esta relacién establece que V f(y*)? (x*+v—y*) = Vf(y* )T v+ Vf(y") T (x*—y*) =0,y x*+Vv € Fy-
para todo y* € SOL(f, X) . Por definicién de F*, obtenemos que x* + v € F*.

[(c) = (a)]. Sea x* € SOL(f,X) . Probaremos que si Vf(x*)T(z — x*) = 0 para z € X,
entonces z € F*. Como Nx(x*) es un cono poliedral y —V f(x*) € Nx(x*), existe un conjunto
de vectores y de escalares que cumplen —V f(x*) = Y \;v;, donde A; > 0. El punto x* es no de-
generado; empleando el lema 3.2 de Burke y Moré [35] estos coeficientes deben ser positivos. La
relacion 0 = —Vf(x*)T(z — x*) = Y \ivl(z — x*) implica que v (z — x*) = 0 para todo i y de
aqui (z — x*) € Nt(x*). Empleando el lema 2.7 de Burke y Moré [35], N+ (x*) = 1inTx(x*). Por
hipétesis, F* = (x* + 1in (Tx (x*)) N X y z = x* + (z — x*) € (x* + 1in(Tx(x*)) N X = F*. Esto
completa la demostracion. a

2.4.2 Identificacién finita de la cara 6ptima

Los resultados de identificacién de la cara éptima en un nimero finito de iteraciones serdn establecidos
bajo las siguientes hipotesis en la construccién y resolucién de la sucesién del RMP.

HipOTESIS 2.4.12 (Condiciones del RMP). Asumiremos que se cumple una de las dos siguientes condi-
ciones

(1) > dimF* + 1, y los RMP son resueltos exactamente.

(2) r =00 y los RMP son resueltos de modo que X' es e'-dptima con Ry D {e'} — 0.
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TEOREMA 2.4.13 (Resultados de identificacién). Sea {x'} e {y'} dos sucesiones de puntos generadas
por un algoritmo CG/SD, la primera es la sucesidn de iteraciones generadas en el RMP y la sequnda

es la sucesion de columnas generadas en el CGP. Asumimos que la sucesion {x'} converge a x* €
SOL(f, X).

(a) Supongamos que los RMP son resueltos de forma exacta. Si existe un nimero entero Ty tal que
xt € rint F* para todo t > 11, entonces existe un nimero entero postivo To cumpliendo

yi e F*, t> 1.

(b) Supongamos que se cumplen las hipdtesis 2.4.12 y SOL(f, X) es geométricamente estable. Si
existe un entero positivo 1 cumpliendo que y' € F* para todo t > 11, entonces existe un nimero
entero positivo 7o cumpliendo que

x! € rint F*, t> 1.

DEMOSTRACION. (a) Sea t > 71, entonces existe x' € rint F*. Primeramente demostraremos que
la columna y'*! generada por la regla (2.6) pertenece a la cara éptima F*. Del hecho de que en
cada iteracién los RMP son resueltos exactamente tenemos, x't! € X*+! — X* por tanto x!*! =
Ayttt +(1—X)z, donde z € Xt y 0 < XA < 1. Si A = 1 entonces el resultado se obtiene trivialmente . En
caso contrario, empleando el hecho de que el conjunto F* es una cara, y que x'*1 € (z, y'*)Nrint F*,
tenemos que [z, y'*1] C F*, y por tanto y'*! pertenece a la cara éptima. Ahora también mostraremos
que ¥ pertenece a la cara F*. Como x'*! € rint F* C F*, llegamos a que [x'*T! y!*1] C F* y del
hecho de que 3t € [x!*1 y!*1] se obtiene el resultado.

(b) Sea t > 71, entonces y* € F*. Si y' € rint F'*, como F* es una cara de X, se cumple y*
pertenece F*. En caso contrario y' € rfro F'*, donde la estrategia (2.6) produce y* = y* € F*. Esto
garantiza que {y'};>,, C F*.

Probaremos que si existe un elemento z que nunca es eliminado del conjunto P! para t > T,
entonces z esté en la cara éptima. Esto es cierto si z no cumple el criterio de eliminacién de columnas
en ninguna iteracién t > 7.

Si el RMP se resuelve de forma exacta, entonces se debe satisfacer que para ¢t > 7 la solucién del
RMP en la iteracién ¢ se expresa por

X =z 4+ ANpi, 0<A, 0<A, i=1,...,myA+> MN=1 peP.

i=1 i=1

En esta situacién obtenemos que Vf(x!*1)T(z — x**1) = 0, porque en caso contrario el elemento
x deberfa tener un peso positivo por la optimalidad de x**T!, lo que implicarfa, por la proposicién
2.3.2, que A, = 0, contradiciendo la suposicién que A} > 0. Tomando limites en la anterior igualdad
obtenemos

Vi) (2 —x7) = lim V()T (2 - x*) = 0.

Por otro lado si el RMP se resolviera aproximadamente, el hecho de que z no cumple el criterio
de eliminacién de columnas en ninguna de la iteraciones implica que Vf(x!*1)7(z — x**1) < it
Empleando la continuidad de la funcién V f(x) y tomando limites en la desigualdad, obtenemos

V(x)(z —x*) = lim Vf(x"™)T(z - x") < lim &} =0.
t—o0 t—o0
Por la optimalidad de x*, obtenemos que V f(x*)7 (z—

En ambos casos obtenemos que V f(x*)T(z — x*)
estable se deduce que z € F'*.

Esto también prueba que cualquier elemento del conjunto Uss,.P?, que no esté en la cara éptima,
debe ser eliminado en alguna iteracién. Primero consideramos el caso de que se tome r = co. Por lo
anterior sabemos que y* € F'* para t > 71. Por la construccién de la aproximacién interior, existird un
ndmero entero 7o tal que P! C F*, par t > 75. Entonces obtenemos que x* € X = conv (P!) C F*,
t > 5. Como los pesos son positivos implica que el actual x* € rint F*.

x*) > 0, lo que implicarfa V f(x*)T (z—x*) = 0.
= 0 y del hecho de que x* es geométricamente
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En el caso de que r < 0o, es concebible que exista una iteracién t en la que un elemento x* sea
introducido en P?. Demostraremos que bajo la hipétesis de que r > dim F'* + 1 y de que los RMP son
resueltos exactamente, ningin x* se introduce en P*. La conclusién es entonces la misma que para el
caso r = o0.

Empleando el resultado anterior, P! C F* para todo t > 5. Esto implica que dim (conv (P!)) <
dim F™*. Denotamos dim (conv (P!)) = m para usarlo posteriormente. Como los RMP estdn resueltos
exactamente, por el teorema 2.3.6, X* es un simplice para cualquier ¢ > 0, entonces conv (P?) es un
m-simplice por la proposicién 2.3.5.c.

Supondremos que x* ¢ SOL(f, X) para t > 75. De acuerdo a la demostracién del teorema 2.3.6,
conv (PLU{y'}) es entonces un (m+ 1)-simplice; ademés se cumple para ¢t > 7o, PLU{y'} C F*. Ello
conduce a

[P = dim(conv (PL)) + 1 = dim(conv (PL U {y'})) < dim F* <r —1,

lo que implica |P!| < r. Esto implica que se cumple PL! = P! para todo t > 75 (paso 3.3.b). Esto
completa la demostracion. a

Finalmente estableceremos una condicién suficiente bajo la cual se cumple 3¢ € F* para todo
t > 7. Con esta finalidad, introducimos el siguiente concepto.

DEFINICION 2.4.14 (Gradiente proyectado). Sea x € X. El gradiente de f en x proyectado en X se
define

VX f(x) := arg mir} : IVf(x)+v|. (2.16)

veTx (x

O

Aqui el gradiente proyectado en x coincide con Prp, (x)[—V f(x)], donde Ps[-] es la proyeccién
euclidea dentro del conjunto convexo S. Notar que por su definicién, se cumple —V f(x) € Nx(x)
siy y s6lo si Pry (x)[—V f(x)] = 0. El siguiente resultado muestra que los algoritmos que fuerzan la
proyeccion del gradiente a cero identifican la cara éptima en un nimero finito de iteraciones. En las
aplicaciones a conjuntos poliedrales asumiremos que todas las restricciones son desigualdades. Z(x)
y A denotan respectivamente el subconjunto de restricciones activas en x y sus multiplicadores de
Lagrange 6ptimos.

TEOREMA 2.4.15 (Caracterizacién de la identificacién, Burke y Moré [35, 36]). Supongamos que {x'} C
X converge a x* € SOL(f, X).

(a) Supongamos que X es un conjunto poliedral. Entonces, existe un entero positivo T cumpliendo
que

{(VXf(x")}—0
<~
x' € Ex[-Vf(x")], t>r7
<~
I(x)={ieI(x*) | A\; >0}, t>T.

(b) Supongamos que x* es no degenerado. Ademds, supongamos que se cumple x* € rint F*, donde
la cara F* de X es casi-poliedral. Entonces, existe un entero positivo T cumpliendo

{(V¥f(x")} —o0
<—
x! € rint F*, t>r.

Si ademds X es un poliedro. Entonces, a la anterior equivalencia puede ser anadida la relacion:

I(x') =ZI(x*), t>T.
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La aplicacién inmediata de este resultado a la clase de algoritmos CG/SD es la siguiente.

TEOREMA 2.4.16 (ldentificacién finita de la cara éptima). Supongamos que se cumple la cualificacion
de restricciones de Guignard. Supongamos que SOL(f, X) es un conjunto de soluciones dptimas no de-
generadas, que se cumple la hipdtesis 2.4.12 y que F* es geométricamente reqular. Si la sucesion {y'}
es tal que cumple {va(yt)} — 0, entonces existe un entero positivo T cumpliendo que x' € rint F*
para cada t > T.

DEMOSTRACION. El resultado se obtiene aplicando los teoremas 2.4.11, 2.4.13.b y 2.4.15.b. a

Son varios los algoritmos que fuerzan la proyeccion del gradiente a cero como lo es el gradiente
proyectado o el algoritmo de programacién cuadratica secuencial (Burke y Moré [35]). Patriksson
[197] en los teorema 7.11 y en 7.19 establece un resultado general para los algoritmos de generacién
de columnas derivados de la resolucién de los subproblemas CDP(¢(-,x), Vf, X,x) definido en la
seccién 2.1.1. Estos algoritmos fuerzan el gradiente a cero bajo la hipétesis que la funcién (-, x) es
estrictamente convexa.

2.4.3 Identificacién de la solucién 6ptima en un nuimero finito de itera-
ciones

La propiedad de la convergencia finita de los algoritmos SD y RSD esté basada en el hecho de que el
ntimero de columnas candidatas (que son los puntos extremos de un poliedro) es finito. Esta propiedad
se pierde en la generalizacién de los algoritmos CG/SD debido a la no linealidad del conjunto factible
y/o del principio de generacién de columnas. Un ejemplo ilustrativo de este hecho se da a continuacién.

EJEMPLO 2.4.17 (Convergencia asintética de los algoritmos CG/SD). Considerar el siguiente ejemplo
de CDP(f, X):

2
1
minimizar f(xz1,22) := (1;1 — _> + 2o,

2
subjeto a —2z; — 29 < —1,
2.’131 — T2 S 1,
To < 1.

Se define el principio generador de columnas del siguiente modo: sea el punto factible x, entonces
la columna generada es y = (—1/2 + /1 + f(x)/2,-2 + 2/1+ f(x Es trivial mostrar que
para cualquier punto factible x # x* = (2,0) se cumple que f(y) = 2f( x) < f(x). Claramente
la condicién para la convergencia asintdtica hacia la tnica solucién x* se cumple. Si para alguna
restriccion X! del conjunto factible se cumple que x* € X?, entonces x* es un punto extremos de
X! porque x* es un punto extremo de X y X! C X. Supondremos que la regla usada para definir
la aproximacién interior es la dada en el paso 3.3.a. Por tanto x* € X! si y sélo si y*! = x*.
Estableceremos por induccién que x* ¢ X! para cualquier ¢, de lo que se deriva que la convergencia
tiene que ser inicamente asintética. Para t = 0, suponer que X° = {x°} # {x*} y que x* ¢ X para
algun ¢ > 0. Empleando que el RMP esté4 resuelto exactamente, entonces x‘*! # x*, conduciendo a
f(x!*t1) > 0, y por tanto a que se cumpla f(y**t!) > 0. Esto implica que y‘*! # x*, y empleando el
argumento anterior x* ¢ X‘™1. Esto completa la prueba. O

Para establecer la convergencia finita de un algoritmo CG/SD, debemos imponer una propiedad al
conjunto de soluciones ptima SOL(f, X) que es més fuerte que la no degeneracién y las condiciones
de regularidad consideradas anteriormente en el teorema 2.4.11. Como veremos, esto implica que el
nimero de columnas necesarias para expandir la cara éptima es finita, de hecho la cara 6ptima es
igual al conjunto formado por la solucién 6ptima, y por tanto el resultado del teorema 2.4.16 implica
que la convergencia es finita.

La condicién de regularidad utilizada es la siguiente.
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DEFINICION 2.4.18 (Minimo débilmente puntiagudo, Polyak [201]). El conjunto SOL(f, X) es un con-
junto de minimos débilmente puntiagudos si para algin a > 0,

f(x) = f(PsoL(s.x)(x)) > allx — PsoLs,x) (%), x € X. (2.17)

O

Polyak [201] establecieron que el método del gradiente proyectado converge finitamente bajo la
hipétesis de la propiedad de minimo débilmente puntiagudo. Burke y Ferris [34] extendieron este re-
sultado para caracterizar los algoritmos que convergen en un nimero finito de iteraciones. Extendieron
la caraterizacién del teorema 2.4.15.b a los algoritmos que alcanzan la cara 6ptima en un nimero finito
de iteraciones del siguiente modo:

TEOREMA 2.4.19 (Caracterizacién de la convergencia finita, teorema 4.7 de Burke y Ferris [34]). Supon-
er que [ es conveza y que el conjunto SOL(f, X) es de minimos débilmente puntiagudos para CDP(f, X).
Suponer que {x'} C X converge a SOL(f, X). Entonces, existe un entero T cumpliendo

{V¥f(x")}—0
<
xt € SOL(f,X), t>r

Emplearemos este teorema como sigue.

TEOREMA 2.4.20 (Convergencia finita de los algoritmos CG/SD). Suponer que f es convexa y que
SOL(f, X) es un conjunto de minimos débilmente puntiagudos para CDP(f, X). Suponer que se
cumple la hipdtesis 2.4.12. Si la sucesion {3} es tal que se cumple {VX f(3*)} — 0, entonces existe
un entero positivo T cumpliendo x* € rint SOL(f, X) para cada t > 7.

DEMOSTRACION. Por la convexidad de f, el teorema 4.1 de Burke y Ferris [34] muestra que la cara
Sptima F* es igual al conjunto de soluciones éptimas SOL(f, X ), que ademds es la cara expuesta por
el vector —V f(x*) para cualquier x* € SOL(f, X). Como ya se vi6 en el contexto del teorema 2.4.11,
esto implica que SOL(f, X) es una cara geométricamente regular.

Por hipétesis se cumple {VX f(3*)} — 0. Bajo la hipétesis de minimo débilmente puntiagudo,
teorema 2.4.20 establece que existe un ntimero entero 7; cumpliendo que y¢* € SOL(f, X) para cada
t 2 T1.-

Estamos en las hipdtesis del teorema 2.4.13.b, entonces se sigue que existe un entero 7o cumpliendo
x! € rint (SOL(f, X)) para todo t > 7. ]



Capitulo 3

La clase de algoritmos CG/SD:
estudio computacional

Resumen

En el capitulo anterior se present6 una clase de algoritmos de generacién de columnas (CG) / descom-
posicién simplicial (SD) para problemas de optimizacién convexa diferenciable. Este capitulo completa
el estudio tedrico del capitulo anterior, analizando numéricamente la eficiencia de estos métodos.

Primeramente se generaliza la clase CG/SD a problemas de optimizacién (no necesariamente con-
vexos ni diferenciables) que permite interpretar la clase CG/SD como un procedimiento para acelerar
la convergencia del algoritmo empleado para generar las columnas en el CGP. Estos algoritmos deben
ser iterativos, convergentes y la sucesion de puntos generada debe estar contenida en la regién factible.

Se han abordado cinco tipos de experimentos numéricos. El primer grupo ha sido disenado para
estudiar los pardmetros involucrados en los métodos CG/SD. El segundo grupo investiga el papel de la
prolongacién a la frontera relativa de la columna generada en la eficiencia de los métodos CG/SD. El
tercer experimento es una indagacién en el campo de la elaboracién de métodos CG/SD con regiones
factibles no poliedrales. El cuarto tipo es una nota teérica en el campo de la elaboracién de algoritmos
CG/SD con los RMP no restringidos linealmente. El dltimo experimento es una comparativa entre
los métodos de descomposicion simplicial con generaciéon de columnas lineales con los de columnas no
lineales.

Para realizar esta investigacion, hemos considerado dos tipos de problemas test: el primero es el
problema de flujo en redes no lineales uniproducto con restricciones de capacidad (SNFP), del que se
han considerado varias redes de grandes dimensiones con diferentes grados de no linealidad y capacidad
total; el segundo problema es el modelo de asignacién de trafico con modos combinados (TAP-M) con
costes simétricos desarrollado en el capitulo 1.

Palabras clave: Descomposicién simplicial, generaciéon de columnas no lineales, cara éptima, apro-
ximacion interior, programacién convexa diferenciable, problema de flujos en redes.
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3.1 Introduccion

La forma cldsica de la descomposicién simplicial fue primeramente descrita por Holloway [128] y
Von Hohenbalken [127] para problemas no lineales con restricciones lineales. Este algoritmo usa una
aproximacién lineal en el CGP, y la aproximacién interior en el RMP se obtiene mediante la envoltura
convexa de un subconjunto de puntos extremos generados anteriormente. Hearn y otros [123, 125]
introducen una mejora en este esquema basada en mantener el niimero de puntos extremos retenidos en
el RMP inferior a una cantidad positiva r; cuando esta cantidad es alcanzada, el nuevo punto extremo
reemplaza a la columna con menor peso en la combinacién convexa de la tltima solucién del RMP
y se almacena la solucién del ultimo RMP como una columna individual. Este método se denomina
descomposicion simplicial restringida (RSD). Una extensién del RSD fue realizada por Larsson y otros
[154, 141], la llamada descomposicion simplical no lineal (NSD). El NSD se obtiene reemplazando el
subproblema lineal de generacién de columnas en el CGP por un subproblema convexo (no lineal).
Este subproblema constituye una mejor aproximacion al problema original que la obtenida en el SD.

El SD también ha sido extendido a problemas con restricciones no lineales. Ventura y Hearn
[232] abordan la adaptacién del RSD a problemas con restricciones convexas (RSDCC). El CGP
es convertido a un problema lineal mediante la aproximacién lineal a trozos de las restricciones no
lineales, tal como en el algoritmo de Topkis-Veinott [228]. El NSD de Larsson y otros [154, 141] se
aplica directamente sobre una regién factible convexa, sin recurrir a una linealizacién de esta region.

Una combinacién de la programacién cuadritica secuencial (SQP) y del NSD se desarrolla en
Patriksson [197]. En este método, los problemas CGP reemplazan las restricciones no lineales con
aproximaciones lineales y su curvatura se tiene en cuenta, en la funcién objetivo, a través de la
informacién derivada de las variables duales.

La clase de métodos de descomposicién simplical también ha sido extendida al problema mas
general de las desigualdades variacionales (VIP) (ver por ejemplo la excelente monograffa sobre el
tema de Patriksson [197]) y a la programaciéon matemdtica convexa no diferenciable. Larsson y otros
139, 142].

En este capitulo extenderemos los métodos CG/SD al problema general de optimizacién

mig'é%ize f(x), [P(f, X)]

donde el conjunto X C R"™ es no vacio y compacto, y la funcién f : X — R es continua en X.

La diferencia sustancial con los anteriores métodos de descomposicion simplicial radica en la defini-
cién del CGP. En los esquemas anteriores el CGP se interpreta como una aproximacién al problema
original. El nuevo esquema CG/SD construye las columnas resolviendo aproximadamente el problema
original a través de la realizacién de un nimero de iteraciones de algun algoritmo eficiente. En este
contexto, el énfasis se situa en la eleccién de los algoritmos empleados en el CGP y no en la forma de
aproximar el problema original.

Los algoritmos CG/SD pueden ser vistos como algoritmos modulares de programacién matemdtica
no lineal, donde se dispone de un algoritmo para resolver eficientemente el RMP y de otro para
resolver el problema original. Este dltimo algoritmo es el procedimiento para obtener las columnas
en el CGP. Esta clase puede ser interpretada como un principio para acelerar la convergencia de un
algoritmo convergente de puntos factible (algoritmo empleado en el CGP) mediante un esquema de
descomposicién simplicial.

En este capitulo hemos elegido una formulaciéon mas general que la usada en el capitulo 2, focalizada
mas en las propiedades de las sucesiones obtenidas en el CGP y en el RMP que en la de los algoritmos
con las que son obtenidas. Hemos adoptado esta formulacién, no por su mayor generalidad, sino
porque enfatiza la interpretacién del CG/SD como un procedimiento de aceleracién de algoritmos.

Mas concretamente, consideramos algoritmos del siguinete tipo

DEFINICION 3.1.1 (Algortimos factibles convergentes). Sea Y C X un conjunto no vacio y sea

A:Y — 2¥ una aplicacién multievaluda sobre Y. Diremos que la aplicaciéon A es un algoritmo
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factible convergente para resolver P(f,Y) sii cumple

(a) Es de puntos factibles, esto es , si y € Y entonces A(y) C Y.

(b) Es convergente para cualquier punto inicial y° € Y. Es decir, si consideramos la sucesién
generada por y'*! € A(y'), entonces cualquier punto de acumulacién es solucién de P(f,Y). O

HipOTESIS 3.1.2 (Algoritmos factibles convergentes en el CG/SD). Asumiremos que los algoritmos A,
y A, satisfacen las siguientes propiedades

(a) El algoritmo A. es factible convergente para el problema P(f,X).
(b) El algoritmo A, es factible convergente para todos los problemas maestros restringidos de la

forma minimize f(x), [RMP(f, X)]

zeX

donde X es un subconjunto compacto de X tal que {x,y} C X, siendo ¥y la columna generada
anteriormente.

En la tabla 3.1 resumimos los diferentes pasos de los métodos CG/SD. En este capitulo asumimos
las reglas dadas en la tabla 2.2 para definir el conjunto X*¢. Las hipétesis 3.1.2 garantizan que en un
nimero finito de iteraciones se produce un descenso de la funcién objetivo, tanto en el CGP como en
el RMP.

Tabla 3.1: El algoritmo CG/SD generalizado

0. (Inicializacién): Elegir un punto inicial x° € X, y tomar ¢ := 0.

1. (Fase de generacién de columnas): Aplicar varias iteraciones del algoritmo A., comenzando
desde x!, de modo que se obtenga un descenso de la funcién objetivo. El niimero de iteraciones
es denotado por nf. Denotemos el punto resultante por y*.

2. (Criterio de terminacién): Si x" resuelve el P(f, X') entonces parar. En caso contrario continuar.

3. (Conjunto de aumento): Sea X'*! C X un conjunto compacto de modo que los puntos x‘, y*
pertenecen al conjunto X+ esto es {x!,y'} C X+1L.

4. (Problema maestro restringido): Realizar varias iteraciones del algoritmo A, para resolver
CDP(f, X**1), comenzando desde y*, de modo que se produzca un descenso en el valor de
la funcién objetivo. Sea el punto resultante x*1!.

5. (Actualizar): Sea t:=t+ 1. Ir al paso 1.

El algoritmo descrito en el capitulo 2 se sitia dentro de este marco, debido a que los algoritmos
cerrados de descenso convergen a una solucién (global) de un problema convexo. Por hipdtesis, el
CDP(f,X) vy, por construccién, el RMP(f, X) son problemas convexos. Las hip6tesis 2.2.1 garanti-
zan, junto a la convexidad de los problemas CDP(f, X) y de los RMP(f, X) que los algoritmos que
satisfacen las hipétesis 2.2.1 también cumplen las hipétesis 3.1.2. En este trabajo hemos omitido el
andlisis de la convergencia siendo ésta una linea de investigacién futura.

La descomposicion simplicial clasica puede rescatarse en este esquema considerando problemas de
optimizacién donde X es un conjunto poliedral, A. es el algoritmo de Frank-Wolfe y solamente se
realiza una iteracién. Los métodos NSD desarrollados en Larsson y otros [154, 141] pueden ser descritos
como métodos CG/SD donde A, realiza una tnica iteracién de un método truncado de Newton. El
RSDCC puede ser obtenido considerando X un conjunto convexo general y A, el algoritmo de Topkis-
Veinott para el que se realiza solamente una iteracién.

3.1.1 Motivaciones

El estudio tedrico de la convergencia asintdtica y finita de los algoritmos, realizado en el capitulo
anterior, no contesta a todas las cuestiones que se plantean en las aplicaciones. Este capitulo contiene
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un estudio computacional complementario de la eficiencia de los métodos CG/SD, en funcién de los
elementos empleados en su definicién. M4s concretamente, un algoritmo de la clase CG/SD estd
caracterizado por las siguientes elecciones.

e En la definicién de la fase de generacién de columnas (CGP):

¢ El algoritmo A, empleado en el CGP.

o El nimero de iteraciones que A, efectiia en la iteracién ¢t. Este ntimero es denotado por
nt. Si el pardmetro es constante a través de todas las iteraciones, sera denotado por n..

e En el RMP éstas son:

¢ El algoritmo A, empleado en el RMP.

o El nimero de iteraciones del algoritmo A, que son efectuadas en la iteracién t, denotado
por nl. Si el pardmetro es constante en todas las iteraciones, serd denotado por n,..

o El conjunto X*?. La definicién de la regién factible del RMP se basa en un conjunto de
reglas. Si se emplea un esquema de descomposicién simplicial restringida se debe especificar
el valor del pardametro r.

Hemos introducido la siguiente notacién para reflejar todas las elecciones que definen un algoritmo
especifico de la clase CG/SD

(LA, A

En este trabajo podremos abreviar la notacién porque siempre se usa el mismo algoritmo para
resolver el RMP, y por tanto, no es necesario que se especifique explicitamente. Consideraremos la
notacién

t t
A lmome
Clr

Esta notacion se puede simplificar en el caso que en todas las iteraciones se aplique el mismo
numero de veces los algoritmos A, y A;, en dicho caso emplearemos la notacién

A

Los siguientes cuatro aspectos de la clase CG/SD son estudiados en este capitulo.

Parametros de la clase CG/SD

Se podrian elaborar problemas de optimizacién convexa diferenciable cuya solucién se alcanzase en el
punto x* := (%32 ... 252} € R" y cuya region factible fueseel X := {x e R": 0 <x < 1,1Tx < 1-1}
para n > 3. El minimo nimero de puntos extremos para expresar X como combinaciéon convexa de
puntos extremos de X es n. Esto implica que si empledsemos el RSD o el SD deberiamos realizar
un minimo de n iteraciones principales e ir aumentando en una variable el tamano del RMP en cada
iteracién. Por otro lado si utilizdsemos un algoritmo CG/SD podriamos elegir cualquier punto de la
frontera, no necesariamente un punto extremo, y el tamano del RMP podria ser de solamente dos
columnas. Por ejemplo, podemos considerar x* := 2=2(2L ... n5ly 4 —1-(0,... 0). Esto es un
indicio de un mecanismo que posibilita a los métodos CG/SD no lineales ser menos sensibles a la
dimension de F* que la descomposicion simplicial lineal y, por tanto, mas eficientes para este tipo
de problemas. Larsson y otros [154, 141] observaron este hecho en el método NSD al aplicarlo en los

experimentos numeéricos realizados para problemas de flujos en redes.

Estas consideraciones sobre el modo en que los métodos de descomposicién no lineales pueden
mejorar la eficiencia de los métodos simpliciales lineales, nos conducen a estudiar el papel de los
parametros n', r y n!; as{ como sus interacciones, en la eficiencia de los métodos.

Hemos desarrollado una herramienta adaptativa para decidir en cada iteracién ¢ el valor de nl.
Esta regla establece un compromiso entre el coste computacional en la generacién de las columnas y
la eficiencia computacional del método CG/SD.
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Metodologia para la elaboracién de algoritmos de tasa de convergencia superlineal para
problemas de grandes dimensiones. El papel de la prolongacién de la columna a la
frontera relativa

La experiencia con el método RSD ha mostrado que inicialmente efectiia grandes progresos has-
ta alcanzar un entorno de la solucién éptima, especialmente cuando se emplean grandes valores del
pardmetro r y cuando el algoritmo de resolucién del RMP tiene convergencia superlineal (por ejemplo,
cuadratica). Por contra, la convergencia se vuelve lenta cerca de la solucién 6ptima. Este compor-
tamiento se explica por el papel que juega el pardmetro r, (mdximo nimero de columnas retenidas
en el RMP), en la eficiencia del algoritmo. Si r > dim F* + 1, donde F™* es la cara 6ptima, entonces
la tasa de convergencia local del algoritmo esta monitorizada por la tasa de convergencia del método
elegido para la resoluciéon del RMP. Por tanto, se puede alcanzar una tasa de convergencia superlineal
o cuadrética si se emplea un método (proyectado) de Newton. En caso contrario, r < dim F™* 4 1, el
algoritmo sélo posee convergencia asintotica y la tasa de convergencia es la misma que el algoritmo de
Frank—Wolfe, que es una convergencia sublineal. Este resultado también justifica la menor eficiencia
en problemas con valores grandes de dim F'*, que requieren de grandes valores de r y, por tanto, el
nimero y el tamano de los problemas RMP llegan a ser excesivamente grandes para poder ser resueltos
con un coste computacional moderado.

Larsson y otros [154, 141] investigaron el problema de transporte estocastico (STP) y el pro-
blema de asignacién de trafico (TAP). Ambos problemas se diferencian sustancialmente en algunas
propiedades numéricas: los STP empleados son altamente no lineales y la aproximacién cuadrética
al problema original empleada en el CGP puede ser resuelta analiticamente; los problemas TAP
empleados son medianamente no lineales y los CGP son imposibles de resolver analiticamente, sélo
pueden ser resueltos aproximadamente.

La mejor implementacion de los algoritmos NSD reduce el tiempo de CPU de la mejor imple-
mentacion del método RSD para los problemas STP entre 10 — 50 veces, mientras que para el TAP
es menor de 2. Este hecho podria ser explicado por la gran diferencia entre niveles de no linealidad
en los problemas, por la dim F™*, y/o por la eleccién del algoritmo para la resolucién de los subproble-
mas. En este trabajo anadimos un nuevo elemento para intentar explicar este hecho: la prolongacién
de las columnas a la frontera relativa. Conjeturamos, basdndonos en la experiencia computacional
desarrollada, que:

si mo se efectia la prolongacion de las columnas a la frontera relativa, entonces la tasa
de convergencia del algoritmo CG/SD es la misma que el algoritmo A. empleado en el
CGP. En caso contrario, y si r > dim(F*) + 1, la tasa de convergencia es la misma
que la del algoritmo A,.

Esto explicaria la diferencia de eficiencia de los algoritmos NSD aplicados al TAP y STP, debido
a que la prolongacién no es calculada en el TAP, pero si para el STP.

Por tanto, para elaborar algoritmos eficientes para problemas de grandes dimensiones con conver-
gencia superlineal, no basta con elaborar algoritmos menos sensibles a la dimensién de la cara éptima,
(dim F™*), tal como lo hace el NSD, sino que es necesario calcular la prolongacién de la columna a la
frontera relativa. Esta es la principal motivacién para elaborar formulas para calcular dicha prolon-
gacion. En este trabajo contestamos a dicha cuestién cuando las columnas son generadas con ciertos
métodos de direcciones factibles.

El papel de X*

La clase de algoritmos CG/SD permite regiones factibles mds generales para el RMP que en el SD,
RSD o NSD. Una linea de investigacion podria estudiar la eficiencia computacional de problemas RMP
no restringidos linealmente, por ejemplo, considerar regiones factibles de la forma X = aff (75) NnX.
En este trabajo analizamos teéricamente esta posibilidad.
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Generalizacion de los métodos de puntos factibles

Una motivacién fundamental de este trabajo es mostrar como se puede acelerar la convergencia de un
método de direcciones factibles de descenso mediante un esquema CG/SD. Este algoritmo es elegido
para generar las columnas en el CGP, es decir, toméandolo como A.. Hay dos formas de efectuar esta
aceleracion:

¢ Budsquedas multidimensionales. Este procedimiento efectua varias iteraciones del algoritmo, pro-
longa la columna obtenida a la frontera relativa y la introduce en el RMP. Este nuevo RMP
conduce a un nuevo punto donde volver a iniciar el algoritmo A.. Esta extensién generaliza los
algoritmos de bisquedas unidmimensionales a buisquedas multidimensionales en los conjuntos
X' La ventaja de las bisquedas unidimensionales es que son facilmente realizables, no obstante
la estructura de los RMP hace que se puedan resolver con un bajo coste computacional.

o Generalizacién del procedimiento de las tangentes paralelas (PARTAN). Esta extension se basa en
tomar r = 1 en RMP. Ello produce una nueva bisqueda lineal después de realizar n! bisquedas
lineales en la fase CGP. La nueva direccion esta definida por la dltima solucién del RMP y
la columna generada en el CGP. Esta modificacién tiene una fécil implementaciéon numérica,
debido a que el algoritmo empleado para efectuar las biisquedas unidimensionales en el CGP,
puede ser usado para resolver el RMP y, por tanto, no requiere de un algoritmo especial para
resolver el RMP.

El nombre dado a este procedimiento tiene su origen en el hecho de que cuando se realizan
solamente dos iteraciones del algoritmo A., este método es el procedimiento de las tangentes
paralelas PARTAN.

En este trabajo hemos considerado ambas extensiones. Los algoritmos de direcciones factibles de
descenso que hemos empleado son: Frank-Wolfe y Evans. Estas mejoras se han comparado con el SD,
RSD y NSD.

3.2 Aplicaciones de la clase CG/SD

En esta seccion describimos los problemas de prueba y los algoritmos empleados en su resolucion.

3.2.1 Problemas de prueba

Hemos aplicado los métodos CG/SD a un problema uniproducto de flujos no lineales en redes y al
TAP-M. Existen varias razones para elegir estas aplicaciones.

¢ Las aproximaciones lineales en el CGP son facilmente resolubles. La aproximacion lineal del
problema uniproducto es el denominado problema de flujo en redes de coste minimo; la lineali-
zaciéon del TAP-M se transforma en una coleccién de problemas de caminos minimos sobre las
redes A y B, y sobre estos caminos, y sus caminos combinados, se calcula el de menor coste
extendido (ver capitulo 1).

¢ La principal motivacién para elegir el problema uniproducto es que siempre se puede calcular la
prolongacién de las columnas a la frontera relativa. La posibilidad de calcular esta prolongacion,
en el problema multiproducto, dependera del algoritmo elegido en el CGP.

Problema de flujo en redes uniproducto (SNFP)

Considerar un grafo dirigido (N, .A) con n nodos y m arcos. Para cada nodo i € A se da un escalar
s; que es la cantidad de producto que es atraido o generado en el nodo i, y para cada arco (i,5) € A
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Destino

Figura 3.1: Topologfa de los problemas del tipo AUT

se considera una funcién continuamente diferenciable y convexa f;;. El problema de flujo en redes no
lineales uniproducto con costes separables se formula por

minimizar  Z =3, o 4 fij(@ij)
sweto & Doy g)ed T ~ LjiGiaedy Tii = Si ViEN [SNEP]

donde la variable x;; se denomina flujo del arco (,7) y el vector x = {x;; : (i,j) € A} es el vector de
flujo. Los nimeros reales u;; son las capacidades de los arcos (i, j).

Hemos creado tres tipos de problemas de prueba. Los problemas del primer y del segundo tipo
fueron creados empleando los generadores de redes de dominio publico NETGEN;, escrito por Kling-
man y otros [136], que genera problemas lineales de transporte, asignacién y transbordo; y GRIDGEN,
escrito por Bertsekas [19], que construye problemas aleatorios con una estructura de rejilla bidimen-
sional. A esta red se le anaden aleatoriamente arcos. El tercer tipo de problemas ha sido creado por
nosotros. La topologia de la red consta de un grafo bipartido completo n x n, mas dos conjuntos de
arcos. El primer conjunto conecta un nodo origen con el primer conjunto de nodos y el otro conjunto
de arcos conecta los nodos de la segunda componente del grafo bipartido con el nodo destino. Un
ejemplo de estos grafos estd recogido en la figura 3.1. Los problemas de prueba se nombraran como:
NET, GRI y AUT.

Ademsés de la topologia de la red hemos generado las funciones que producen los costes en los
arcos. Las expresiones funcionales de estos costes son:

donde a;j, bi;, ¢;; son pardmetros.

La tabla 3.2 muestra la descripcién de los problemas de prueba. Los problemas NET3a y NET4a
son estrictamente convexos mal condicionados, tal y como son considerados en Bertsekas y otros
[22]. Estos problemas fueron creados asignando a algunos arcos un valor positivo muy pequefio, en
comparacion a los otros arcos, al coeficiente cuadrédtico. El 50% de los arcos tienen un coeficiente 1
y para el otro 50% este coeficiente ha sido generado mediante una distribucién uniforme en [5,10].
Cuando los arcos tienen esta estructura suele ocurrir el problema de mal acondicionamiento, en el
sentido clasico de la programacion matematica sin restricciones.



94 Capitulo 3. La clase de algoritmos CG/SD: estudio computacional

Los problemas NET3b y NET4b tienen costes lineales y cuadraticos. Los costes lineales se han
obtenido reemplazando los coeficientes cuadraticos pequenios de las redes NET3a y NET4a por cero.

Los problemas generados con GRIDGEN tienen dos clases de arcos: el conjunto de arcos de la
rejilla (que definen un grafo tipo Manhattan) y el conjunto de arcos aleatorios. El coste de los arcos
de la rejilla es MAXCOST y los coeficientes para el resto de las funciones de coste han sido generados
mediante una distribucién uniforme en el intervalo definido por MINCOST y MAXCOST. Debido al
alto coste de los arcos de la rejilla hay un incentivo en abandonarlos. La capacidad de cada arco de la
rejilla es la demanda total y esta eleccion garantiza la factibilidad del problema. La capacidad de los
arcos aleatorios se genera mediante una variable aleatoria uniforme. Hemos generado dos versiones
de la misma red, la primera tiene muchos arcos aleatorios, por lo que facilmente se puede evitar la
rejilla y la otra contiene mucho menor nimero de arcos aleatorios. El nombre de los problemas de la
primera version finaliza en a y los otros en b.

El tercer tipo de problemas (AUT) ha sido disefiado para conseguir problemas donde la solucién
del problema tenga la mayor parte de sus arcos a su capacidad méxima. Hemos distinguido entre los
arcos que unen el nodo origen y destino del resto de arcos. La capacidad en cada uno de estos arcos
es igual a la demanda total de flujo entre el nodo origen y el nodo destino. La suma de la capacidad
de todos los arcos interiores es denominada MAXFLOW y ésta es distribuida entre ellos del siguiente
modo. Se han generado las variables aleatorias X;, e Y;; para todo ¢, j = 1,...,n uniformemente
distribuidas en (0, 1), entonces la capacidad de un arco interior (i, j) se calcula por

X Yi;

— MAXFLOW.
21 X 2ok Yk

Ui

El grado de saturacién de la red esta monitorizada por la demanda total en relacién al pardmetro
MAXFLOW, que constituye una cortadura de flujo en la red.

Tabla 3.2: Descripcién de los problemas de prueba

Problema Nodos Arcos Func. aij bij Cij Wij Demanda
NET1a 500 2500 (1) [1—10] [1—10] 50 35 (250° ,250° ,5000°)
NET1b 500 2500 (2) [1—50] [1—10] 25 35 (250,250, 5000)

NET1c 500 2500 (3) [1—10] [1—10] 50 35 (250, 250, 5000)

NET2a 1000 5000 (1) [1 —10] [1000 — 10000] [5 — 25] 15 (500, 500, 5000)

NET2b 1000 5000 (2) [1—50] [1—10] 25 15 (500, 500, 5000)

NET3a 200 1300 (3) [5—10Jor1 [l —100] 0 [100 — 300] (1,1,10000)
NET3b 200 1300 (3) [5—10]00 [1 —100] 0 [100 — 300] (1,1,10000)
NET4a 400 4500 (3) [5—10]o1 [1 —100] 0 [100 — 300] (1,1,10000)
NET4b 400 4500 (3) [5—10]00  [1—100] 0  [100 — 300] (1,1,10000)
GRIla 100 3000 (1) [1—50] 20 1 [3—5] (1,1,100)
GRIlb 100 1000 (1)  [1—10] 20 1 [1-3] (1,1,100)
GRI2a 100 3000 (2) 1 0.05 0 1 (1,1, 6000)
GRI2b 100 1000 (2) 1 0.05 0 1 (1,1,2000)
GRI3a 100 3000 (4) 1 1 1 1 (1,1,6000)
GRI3b 100 1000 (4) 1 1 1 1 (1,1,2000)
AUT1 42 440 (4) 1 2 1 MAXFLOW (1,1, 300)
=425
AUT2 102 2600 (4) 1 2 1 MAXFLOW (1,1,100)
=2514
AUT3 102 2600 (4) 1 0.5 1 MAXFLOW (1,1, 2400)
=2514

4Ntimero de sumideros (nodos con s; < 0).
bNtimero de fuentes (nodos con s; > 0).
¢Oferta total.
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La tabla 3.3 muestra la precisién requerida en la resolucién de los problemas y el porcentaje de
arcos que toman el valor de sus cotas en la mejor solucién obtenida.

Tabla 3.3: Precisién requerida, y porcentaje de arcos en sus cotas en la solucién (casi) éptima

Red Precisién % de arcos en % de arcos en Red Precision % de arcos en % de arcos en
su cota inferior su cota superior su cota inferior su cota superior
NETla 107° 79.48 0.40 NET1b 1073 43.04 0.04
NET1lc 10~* 55.40 0.00 NET2a 107* 40.24 0.04
NET2b 1073 43.48 0.06 NET3a 10~* 71.38 0.54
NET3b 107* 85.84 0.77 NET4a 107 83.69 0.09
NET4b 107* 93.26 0.13 GRIla 1073 80.36 0.90
GRI1b 1073 12.40 1.10 GRI2a 1072 23.36 14.06
GRI2b 1072 23.22 13.30 GRI3a 1072 15.30 39.53
GRI3b 1072 9.42 23.35 AUT1 1074 0.00 15.26
AUT?2 1073 0.00 0.00 AUT3 107° 0.00 73.88

Redes en equilibrio con modos combinados (TAP-M)

El segundo tipo de problema es el modelo de equilibrio con modos combinados con costes simétricos,
desarrollado en el capitulo 1. Las redes de prueba se describieron en el capitulo 1 (ver tabla 1.4). Los
parametros empleados para el modelo logit se muestra en la tabla 3.4

Tabla 3.4: Pardmetros logit para las redes de prueba para el TAP-M

Problema (1 B2 6o 6y 7w of oF
NgD2 2.00 4.00 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
SiF2 1.00 1.20 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
Hul2 1.00 1.50 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

3.2.2 Algoritmos CG/SD empleados en la experiencia computacional
Algoritmos para el CGP
Hemos considerado los siguientes algoritmos para A,

(a) Descomposicién simplicial restringida (Hearn y otros [125]), que es denotada por A, =RSD(7)
donde 7 es el pardmetro empleado en el problema maestro restringido. Este algoritmo se
transforma en el de Frank-Wolfe [88] cuando 7 = 1. Este caso especial es denotado por
A, =FW. Cuando 7 = co se obtiene la descomposicién simplicial original (Holloway [128],
Von Hohenbalken [127]), denotada por A, =SD.

(b) Algoritmo de Evans [72]. Este algoritmo ha sido desarrollado para modelos combinados
de asignacién en equilibrio donde la funcién objetivo es separable, esto es f(x1,x3) =
f1(x1) + fa(x2), donde la funcién fi(x;) estd asociada a los costes de transporte mientras
que fa(x2) lo estd con el modelo de demanda.

El algoritmo es un método de direcciones factibles de descenso. La direccién de busqueda
en (x1,x32) viene definida por la solucién del problema de optimizacién

min__ fi(x1) + VT fi(x1)(y1 — x1) + fa(y2).

(y1,¥y2)€
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El algoritmo, tras resolver el problema anterior, realiza una biisqueda unidimensional en
la direccién d = y* — x, donde y* es la solucién obtenida. Hemos denotado este algoritmo
por A, =E.

Los algoritmos de Evans y de Frank-Wolfe tienen, esencialmente, el mismo coste computa-
cional para obtener las direcciones de descenso, sin embargo, el algoritmo de Evans posee
una mejor eficiencia computacional, ademas de proveer mejores cotas inferiores a la solu-
cién del problema. En el trabajo de Garcia y otros [103] se muestra como obtener cotas
inferiores del problema de optimizacion con la clase de algoritmos de linealizacion parcial,
en particular, con los algoritmos de Frank-Wolfe y de Evans.

La fase CGP, para la clase NSD, estd definida mediante la realizaciéon de n iteraciones de un
algoritmo cerrado de descenso A sobre el problema auxiliar

min I(y, x), [CGP(II, X, x)]

yeX

donde II(-, x) : X — R es una aproximacién de f en el punto x. La combinacién de ambas elecciones,
por un lado el algoritmo de resolucién y por otro, la aproximacién del problema, definen el método
de generacién de columnas A, = (II, A). En la clase NSD solamente se efectia una iteracién con
el algoritmos A.. A continuacién listamos los diferentes métodos NSD que se han empleado en este
capitulo.

(¢) Método truncado de Newton, donde la aproximacién esté definida por
Iy (y,x) = f(x)Ty + (1/2)y"V* f(x)y (3.1)

y se realizan n iteraciones del algoritmo RSD(7). Este algoritmo lo hemos denotado por
N(7,n)

(d) Método de Goldstein-Levitin-Polyak's (Goldstein [112], Levitin y Polyak [150]), que estd
definido por el subproblema

Herp(y,x) = Vi) "y +(7/2)y"y (3.2)

donde v > 0 y se realizan n iteraciones del algoritmo RSD(7). Este algoritmo se denota
por GLP(7,n).

(e) Método de Newton-Evans. Si consideramos una funcién objetivo separable de la forma
f(x1,%2) = f1(x1) 4+ f2(x2), podemos aproximar la funcién por

One(yy2 x1,x2) = Vii(x) y1 + (1/2)y] V2 fi(x1)y1 + f2(y2) (3.3)

y resolver truncadamente este problema realizando n iteraciones del algoritmo de FW.
Este algoritmo lo denotamos por NE(n) o simplemente NE.

(f) Método GLP-Evans. Si la funcién objetivo es de la forma f(x1,x2) = fi(x1) + f2(x2),
definimos la aproximacion del problema original por

Herre(yi,y2 x1,%2) = Vii(x1) y1 + (v/2)y] y1 + fo(y2) (3.4)

donde v > 0, y es resuelta truncadamente realizando n iteraciones del algoritmo FW. Este
algoritmo es denotado por GLPE(n) o simplemente GLPE.

(g) Una modificacién de los métodos NSD aplicados a problemas de flujos en redes multiproducto

Ahora analizaremos una modificaciéon de los subproblemas cuadraticos de los métodos
NSD, cuando éstos son aplicados a ciertos problemas de flujos en redes. Consideraremos
que el NSD esta siendo aplicado a problemas que conducen a la resolucién de problemas
de caminos minimos. Ejemplos de estos problemas son el TAP o el TAP-M.
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Tabla 3.5: Algoritmos empleados en el CGP

Problema  TI(y,x) A A
SNFP N, GLP RSD N(r,n), GLP(7,n) y RSD(7).

—_—

TAP-M NE,GLPE FW NE, GLPE, FW y E.

La eficiencia de los métodos NSD radica en la aplicabilidad de los algoritmos RSD o Evans
para resolver truncadamente la aproximacién cuadratica. Por otro lado, estos algoritmos se
pueden aplicar directamente a la resolucién del problema original. Ambos problemas son de
flujos en redes, separables, convexos y diferenciables; pero existe una diferencia sustancial
entre la aplicacion a ambos subproblemas. En el problema original, los subproblemas
lineales son un problema de caminos minimos con costes no negativos. Esto es debido a
que el coste en cada arco es calculado como la derivada de la funcién de coste en el arco en el
actual flujo, y como los costes son funciones crecientes tienen su primera derivada positiva.
Este subproblema puede ser resuelto eficientemente con el algoritmo de Dijkstra [67].
Por contra, si los algoritmos son aplicados a los subproblemas cuadraticos del CGP, esta
propiedad se pierde, como ilustra la figura 3.2. La aproximacién cuadratica es convexa pero
no necesariamente mondtona creciente. Esta situacién conduciria a emplear algoritmos de
caminos minimos para costes generales (que son menos eficientes).

Proponemos una modificacién del problema cuadratico que evita esta desventaja. Su-
pongamos que la funcién objetivo (la parte asociada con los costes) es separable, esto
es, f(x) = > ,c; fi(x;) donde fi(x;) es una funcién de una variable dependiente de ;.
La aproximacién cuadritica de f en el punto x es II(y,x) = f(x) + Vf(x)(y — x) +
1/2(y — x)H(x)(y — x). Esta funcién es separable y puede ser expresada por II(y,x) =
Zie[ Hz(@/u I‘L) donde

I (yi, ) = fil@s) + f1 () (ys — i) + 1/2H; () (ys — @)

donde H;(x;) = f!'(z;) para la aproximacién tipo Newton y H;(x;) = « para la aproxi-
macion de GLP.

Denotamos con T;(y;, x;) la ecuacién de la recta tangente a la curva II(y;, x;) en el punto
w cumpliendo que f;(0) = T;(0, x;). Hemos reemplazado la aproximacién II;(y;, z;) por

R _ o iy ), i 2w
1Li(ys, i) = { Ti(yi, vi), yi < w

donde w es la abscisa del punto de tangencia. Este punto se calcula por

wiay) = | 2] = fi@)a = £i(0)
l H;(z;)

2
+ 3

Esta aproximacion es convexa, diferenciable y creciente en R, tal como se ilustra en la
figura 3.2.

Hemos anadido el simbolo * encima de los nombres de los métodos empleados en el
CGP cuando se usa esta modificacién. En este trabajo hemos considerado los métodos
NE, GLPE.

La tabla 3.5 resume los algoritmos empleados en la fase CGP en funcién del tipo de problema de
prueba.

Para estar completamente definida la fase CGP, debemos especificar el niimero de iteraciones que
realizamos con el algoritmo A. en cada iteracién, es decir, el valor de n. Para los algoritmos (c)-(g)
hemos tomado n!, = 1 para todo t. Estos algoritmos son versiones del método truncado de Newton o
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Figura 3.2: Aproximacién monétona y diferenciable de la funcién de mérito

del algoritmo proyectado de Goldstein-Levitin-Polyak. Esta eleccién conduce a métodos CG/SD que
también pertenecen a la clase NSD. Para los algoritmos (a) y (b) hemos empleado dos forma de definir
la sucesién {n’}. La primera emplea en todas las iteraciones el mismo valor del pardmetro, esto es,
nt = n. > 1y la segunda se obtiene mediante la herramienta adaptativa que hemos desarrollado para
tal fin. En cada iteracion, en funcién de ciertos ratios obtenidos en la iteracién anterior, se elige el
valor para ntt!

c .

Descripciéon del RMP

La regién factible del RMP ha sido definida mediante las mismas reglas que la descomposiciéon sim-
plicial restringida (ver tabla 2.2).

Hemos empleado solamente el algoritmo proyectado de Newton (ver Bertsekas [17]) para resolver
los RMP. Este algoritmo tiene convergencia superlineal y es ventajoso para la estructura del RMP. No
hemos considerado otros algoritmos debido a que la clave de esta fase es la velocidad de convergencia
del algoritmo A;. Si eligiésemos un algoritmo con convergencia sublineal, harfa ineficiente el algoritmo
CG/SD. Por contra, si empledsemos un algoritmo diferente con convergencia superlineal, el compor-
tamiento del CG/SD serfa similar, exceptuando (quizds) los tiempos empleados en la resolucién del
RMP.

El RMP esté resuelto truncadamente y el nivel de exactitud estd implicitamente definido a través
del ntmero de iteraciones (proyecciones) que aplicamos del método de Newton. Este ntmero lo
denotamos por n! y este valor sera siempre el mismo para todas las iteraciones y lo llamaremos n,..

Notacion

Como ya adelantamos hemos empleado la siguiente notacién para los algoritmos CG/SD.

Ny, ,Ne
cr

Observar que estd notacién define completamente un método CG/SD. Por ejemplo, EZr"< significa
efectuar n. iteraciones del algoritmo de Evans en la fase CGP para generar la columna y resolver
truncadamente el problema RMP mediante n,. iteraciones del algoritmo proyectado de Newton donde
el pardmetro de restriccién vale r = oco. Esta eleccién conduce a un esquema de descomposicién
simplicial.

Otra observacién es que el nombre del algoritmo A, define univocamente el tipo de problema de
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prueba que se estd resolviendo debido a que los problemas SNFP y TAP-M se resuelven con algoritmos
distintos (ver tabla 3.5).

Esta notaciéon nos permite definir el mismo algoritmo de diferentes formas. Por ejemplo, el algo-
ritmo truncado de Newton o el algoritmo GLP pueden ser denotados por N(7,n) y GLP(#,n), sin
embargo, la notacién N(7, n)?l y GLP(F,n)?"”l definen los mismos algoritmos. Esto se debe a que
ambos definen la misma direcciéon de busqueda y el pardmetro r = 1 transforma el RMP en un pro-
blema de busqueda lineal. La busqueda lineal realizada en el CGP se deshace cuando la columna se
prolonga a la frontera. Otro ejemplo lo constituye la descomposicién simplicial que puede ser denotada
por SD, RSD(oo,n), FWn1 RSD(1,,1)% 1, etc.

Ny,
oo

3.2.3 Detalles de implementacion
Detalles de la codificacién de los algoritmos CG/SD para el problema SNFP

La tabla 3.6 muestra los pardmetros v empleados por el algoritmo GLP en cada problema de prueba.
Este pardametro ha sido calibrado realizando cinco pruebas y tomando el valor que produce los mejores
resultados computacionales.

Tabla 3.6: Valores del pardmetro v del algoritmo GLP

Red v Red v Red v Red 0%

NETla 3 NET1b 75 NETIlc 10 NET2a 2000
NET2b 50 NET3a 50 NET3b 15 NET4a 50

NET4b 25 GRIla 100 GRI1b 50 GRI2a 100
GRI2b 25 GRI3a 100 GRI3b 25 AUT1 75

AUT2 50 AUT3 200

Se ha tomado la subrutina del método proyectado de Newton para resolver el RMP del codigo de
Hearn y otros [121]. Este algoritmo incluye una biisqueda lineal del tipo Armijo y se deben especificar
dos pardmetros ¢ y . Hemos empleado los valores de 10~* y 0.5 respectivamente, los cuales son
adecuados en muchos problemas (ver Bertsekas [17]).

Los algoritmos CG/SD, empleados en los SNFP, requieren del algoritmo RSD para generar las
columnas o para resolver truncadamente la aproximaciéon cuadratica del CGP. Hemos utilizado el
cédigo del RSD desarrollado para este tipo de problemas en Hearn y otros [121]. Este cddigo emplea
el algoritmo del simplex primal para resolver los problemas lineales, méas concretamente usa el cédigo
NETFLOW, implementado en Kennington y Helgason [135], para resolver el problema de flujo en
redes lineales de minimo coste.

Todos los cddigos se han elaborado en FORTRAN (Visual Workbench) y se han ejecutado con
doble precisién sobre un ordenador PC de 64 megabytes de RAM a 200 Mhz.

Detalles de la codificacién de los algoritmos CG/SD para el problema TAP-M

Los algoritmos de FW y E estédn definidos por dos fases: la resoluciéon de un problema para definir
la direccién de busqueda (ver apéndices I y II del capitulo 1 para su definicién y resolucién) y un
problema unidimensional en la direccién de busqueda obtenida para determinar el avance en dicha
direccién (tamafio del paso). La resolucién de los subproblemas que definen la direccién de bisqueda
requieren de la resolucién de varios problemas de caminos minimos. Para este fin, hemos empleado el
algoritmo L2QUE de Gallo y Pallotino [92]. El algoritmo empleado en la bisqueda unidimensional es
el de la seccion durea.

Los cédigos desarrollados emplean la misma subrutina del algoritmo de FW, tanto para generar la
columna, como para resolver aproximadamente el subproblema cuadratico para los métodos NSD.
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En esta aplicacién también empleamos el método de Newton proyectado de Bertsekas [17] para
resolve el RMP. La subrutina es la misma que para el problema SNFP.

Los programas fuentes se han escrito en FORTRAN (Visual Workbench) y se ha empleado precisién
simple en las operaciones de representacién y precision doble en aquellas operaciones que pudieran
originar errores de redondeo. Por ejemplo, la precisién simple se emplea para resolver el problema de
caminos minimo y precision doble para resolver el problema RMP, porque las proyecciones son muy
sensibles a los errores de redondeo. Los cédigos han sido ejecutados sobre un PC de 384 megabytes
de RAM y 400 MHz.

3.3 Experimentos numéricos

Hemos disenado cinco bloques de experimentos para investigar el comportamiento computacional
de los métodos CG/SD. El primer bloque estudia el papel de los pardmetros r,n. y n, sobre la
eficiencia de la clase CG/SD. Como es demasiado costoso computacionalmente cubrir todas las posibles
combinaciones de los pardmetros, el procedimiento que hemos seguido fija dos parametros y varia el
otro para estudiar la eficiencia del algoritmo en funcién de él. El segundo bloque es una incursién en
el campo del diseno de criterios dindmicos para determinar el ntiimero de iteraciones a realizar con
Ac en cada iteracion, es decir, obtener reglas para generar {n’};>1. Se describe el procedimiento y
se evalia numéricamente. El tercer bloque de experimentos estudia la prolongacién de las columnas
en la eficiencia del algoritmo CG/SD. El cuarto bloque es una nota tedrica sobre la posibilidad de
elaborar métodos con problemas RMP no restringidos linealmente. El dltimo bloque de experimentos
es una comparacion entre los nuevos algoritmos que aparecen en la clase CG/SD con los algoritmos
clasicos.

Bloque 1: estudio de los pardmetros de la clase CG/SD

EXPERIMENTO 1.0: estrategias de truncamiento en los algoritmos NSD.

El primer experimento calcula el tiempo de CPU empleado por los algoritmos NSD: N(7,n)%! y

GLP(7,n)%>! en funcién de ciertas combinaciones de los pardmetros 7 y n de los algoritmos N(7,n)
y GLP(7,n).

El parametro n, nimero de iteraciones que se aplica al RSD para resolver los subproblemas, define
la estrategia de truncamiento para los problemas cuadraticos empleados en el algoritmo NSD. El
pardametro 7 define diferentes algoritmos para resolver los subproblemas. Cuando 7 = 1 se obtiene el
algoritmo de Frank-Wolfe, cuando 7 = oo aparece la descomposicién simplicial y cuando 1 < 7 < 0o
aparece propiamente el RSD.

Este experimento puede ser visto como un pre-experimento, con el objeto de obtener una estrategia
Optima de truncamiento y un algoritmo especifico para resolver los subproblemas cuadréticos en el
CGP.

Las redes que hemos considerado han sido: NET1a, NET2b, GRI3a y AUT2. Los valores elegidos
para el pardmetro n, han sido 8,8,15 y 15 para cada red, respectivamente.

La primera cuestién que se puede plantear, es la inicializacién de los subproblemas cuadraticos.
Hemos considerado dos opciones: la primera inicializa cada subproblema con los puntos extremos
retenidos en el ultimo RMP para resolver el problema cuadratico, la segunda inicializacién comienza
de nuevo en cada iteracién. Computacionalmente hemos observado que la segunda inicializacion es
mejor que la primera y es la empleada en todas las pruebas.

La figura 3.3 muestra los resultados obtenidos por el algoritmo N(7,n)% ! en dos redes de prueba
y se ve que el mejor algoritmo es el FW (exceptuando valores pequetios de n en la red NET1a).

En la figura 3.4 aparecen los resultado obtenidos con el algoritmo GLP(7,n)"%!. El mejor algo-
ritmo para resolver truncadamente los subproblemas cuadréticos es el FW. Ademads el RSD es muy
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Figura 3.3: Eficiencia del uso del algoritmo RSD en la resolucién de los problemas cuadraticos del método
NSD (tipo Newton): estudio de los pardmetros T y n
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Figura 3.4: Eficiencia del uso del algoritmo RSD en la resolucién de los problemas cuadraticos del método
NSD (tipo GLP): estudio de los pardmetros T y n

sensible a elegir valores grandes del parametro n.

La figura 3.5 muestra el tiempo de CPU empleado en la resolucién de la red NET2b mediante
el algoritmo GLP(1,n)%! y N(1,n)%!. En estos algoritmos se ha aplicado el algoritmo de FW para
aproximar los problemas cuadréticos. En la figura se observa que la eficiencia de los métodos depende
significativamente del pardmetro n (ndmero de iteraciones realizadas con el FW para aproximar el
subproblema cuadrético del CGP).

Las conclusiones derivadas de este experimento concuerdan con las obtenidas en Larsson y otros
[154, 141]. El 6ptimo nimero de iteraciones depende de cada algoritmo y de cada problema. Un nuevo
aspecto se plantea en estos experimentos, como es, la introduccién del algoritmo RSD en lugar del FW
para aproximar los subproblemas cuadraticos en el CGP. A priori, el RSD posee mejores propiedades
de convergencia que el FW, pero estas ventajas no conducen a una mejora del NSD, como muestra
este experimento.

EXPERIMENTO 1.1: estudio del pardmetro n..
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Figura 3.5: Tiempo de CPU empleado por los algoritmos GLP(1,7)%! y N(1,7)% en funcién del pardmetro
n sobre la red NET2b

Este parametro controla la calidad de las columnas generadas y es un mecanismo para obtener
columnas de gran calidad, diferente de los empleados por la clase NSD para este fin, que son: mejorar
en las aproximaciones del problema original y/o aumentar la precisién en su resolucién. El CG/SD
podria mejorar la calidad de las columnas incrementando el nimero de veces que el algoritmo A, se
aplica en el CGP.

El pardmetro n. de la clase CG/SD permite generalizar la clase NSD, en la que este valor siempre
es n. = 1.

EXPERIMENTO 1.1.a: estudio del pardmetro n. en el coste computacional de los algoritmos CG/SD.

El experimento 1.1.a tiene el objetivo de evaluar el efecto del nimero de iteraciones realizadas
con el algoritmo empleado en el CGP, n., sobre la eficiencia computacional del algoritmo CG/SD. El
experimento resuelve las redes NET1a y AUT1 con el algoritmo RSD(7)%r", para varios valores de
los pardmetros n. y 7, y calcula el tiempo total empleado por el algoritmo CG/SD. Los valores para
el pardmetro n, han sido 8 y 15 para las redes NET1a y AUT1 respectivamente.

La figura 3.6 muestra los resultados obtenidos. El comportamiento del algoritmo CG/SD frente
al pardametro n. es similar al comportamiento que el NSD presenta frente al nimero de iteraciones
del algoritmo FW empleadas para resolver truncadamente el problema cuadratico, esto es n . Se
observa que pequenos valores del parametro n. reducen el coste computacional del algoritmo, pero
éste empieza a crecer a partir de ciertos valores del parametro. Esto podria indicar que debe existir
un equilibrio entre la calidad de las columnas y el coste computacional necesario para obtenerlas.

La principal conclusién es que la mejor eleccion del pardmetro n. tine que ser un valor mayor que
uno. El rango de valores éptimos estd entre 5 y 10. Esto ilustra la mejora de la clase CG/SD respecto
a la descomposicién simplicial original, obtenida para n. = 1.

En la red NET1a (dibujo de la izquierda) se puede observar que el mejor algoritmo empleado en el
CGP estd definido por la eleccién de 7 = 1, es decir, un FW. En la red AUT1 (dibujo de la derecha) el
mejor algoritmo para emplear en el CGP se obtiene para 7 = 0o, es decir, la descomposicién simplicial.

La figura 3.7 repite el experimento anterior para la red NET2b. La diferencia estd en la inicializa-
cién de los RMP del algoritmo RSD aplicado en el CGP. En este experimento, se inicializa el RMP
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Figura 3.6: Tiempo de CPU empleado por RSD(T)% "¢ para resolver NET1la y AUT1 en funcién de n.
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Figura 3.7: Tiempo de CPU empleado por el algoritmo RSD(T)5 "¢ aplicado a la red NET2b en funcién de
ne. La inicializacién de los RMP en la fase CGP son los puntos extremos retenidos en el iltimo RMP del
anterior CGP.

(del CGP) con los puntos extremos retenidos en el ltimo RMP del anterior CGP. En el ejemplo, el
RSD(5) es més ventajoso que el algoritmo de FW.

Para la red AUT1, el valor éptimo de n. es 5, pero para la red NET2b, el valor éptimo de n, es
cercano a 15. En la red NET1a es recomendable emplear el algoritmo de FW mientras que en las
AUT1 y NET2b es més ventajoso emplear el RSD. Estos hechos introducen dos preguntas a contestar:
{ Cuadles son los factores que determinan la eleccién del valor 6ptimo de n.? ;Por qué en un ejemplo es
recomendable usar el RSD con 7 > 1 en el CGP y en otro ejemplo es preferible el algoritmo de FW?

EXPERIMENTO 1.1.b: estudio de la influencia del pardmetro n. sobre el nimero de iteraciones princi-
pales, y el nimero de puntos extremos generados por el algoritmo CG/SD.

El objetivo del experimento 1.1.b es entender los mecanismos mediante los cuales el uso del
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Figura 3.8: Numero de iteraciones principales y nimero de puntos extremos de los algoritmos CG/SD frente
al pardmetro n.

parametro n. mejora la descomposicion simplicial original.

El experimento resuelve los problemas NET1 y GRI1b con el algoritmo RSD(7)% " para varias
combinaciones de los pardmetros n. y 7. El valor de n, ha sido considerado fijo para cada red y con
un valor de 10.

La figura 3.8 muestra el nimero de iteraciones principales y el niimero total de puntos extremos
generados por el algoritmo CG/SD, en funcién del nimero de iteraciones realizadas en el CGP para
la red GRI1b. Notar que el nimero de puntos extremos generados por el algoritmo CG/SD se calcula
como el nimero de iteraciones principales realizadas con el algoritmo CG/SD multiplicado por el
nimero de n. puntos extremos generados en cada iteracién principal.

En la figura 3.8 (en la izquierda) se puede observar que si el pardmetro n, es incrementado, entonces
el nimero de iteraciones principales del método CG/SD, para alcanzar una determinada precisién,
se reduce. Esto implica que un incremento del parametro n,. produce un nimero menor de RMP y
ademads, estos problemas tienen un nimero menor de variables. Por tanto, un incremento del valor
del parametro n. siempre reduce el tiempo de CPU empleado en la resolucién de los problemas RMP.

En la parte derecha de la figura 3.8, se ve que el niimero total de puntos extremos generados (que
luego definirén las columnas) depende de n.. Esta cantidad disminuye para pequenos valores de n,
y cuando cierto limite es sobrepasado comienza a aumentar. También se muestra que, para ciertos
valores de n., se reduce el coste computacional de los CGP respecto a la descomposicién simplicial
original (n. =1).

El coste de computacién de un algoritmo CG/SD es la suma del coste de la resolucién de los
CGP més el coste de resolucién de los RMP. El método CG/SD resuelve un CGP y un RMP en
cada iteracién principal, por lo que el nimero total de cada uno de ellos coincide con el nimero de
iteraciones principales. El coste de cada CGP se mantiene constante a lo largo de todas las iteraciones,
mientras que la complejidad de los RMP va aumentando conforme el algoritmo progresa, debido a
que en cada iteracion se suele incluir una nueva variable. El hecho de que el parametro n. reduzca
el nimero de iteraciones principales hace que el tiempo empleado en la resolucién de los RMP se vea
reducido por dos motivos: por un numero menor de problemas y por un tamano menor de éstos.

En la misma figura se observa que aumentando el pardmetro n. se mejora el tiempo empleado en
la fase CGP y RMP, pero cuando se sobrepasa cierta cantidad, esta mejoria sélo se produce en la fase
RMP.

La conclusion obtenida sobre el pardmetro n., en este experimento, puede ser formulada en términos
del concepto mas general de calidad de las columnas. Este término auna el papel del algoritmo
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A y del pardmetro n. como mecanismos de generacién de columnas de alta calidad. Es decir,
podemos incrementar la calidad de una columna eligiendo cuidadosamente el algoritmo A, o, por
contra, aumentando el nimero de iteraciones que realizamos con él. En ambos casos este incremento
de la calidad de las columnas reduce el nimero de RMP y de CGP, pero por otro lado, el esfuerzo
computacional empleado en los CGP aumenta, esto conduce a un compromiso entre la reduccién del
numero de CGP y su incremento en el coste computacional.

Esta evidencia justifica los resultados del experimento 1.1.a (NET1a) donde el algoritmo con pe-
or tasa de convergencia, el algoritmo de FW, es ventajoso frente al algoritmo RSD (con mejores
propiedades de convergencia). Este comportamiento computacional se explica porque, aunque las
columnas generadas por el RSD(7) son de mayor calidad, no lo son lo suficiente para reducir significati-
vamente el nimero de iteraciones principales, de modo que compense el mayor esfuerzo computacional
en la generacion de estas columnas. Sin embargo el FW produce unas columnas de menor calidad
pero a un coste computacional menor, lo cual es globalmente ventajoso para el algoritmo CG/SD.
Para la red AUT1 este compromiso entre calidad y esfuerzo computacional es en el sentido contrario,
esto es, las columnas de mayor calidad son recomendables. La conclusién general del experimento
1.a indica que el nivel de calidad de las columnas dependera del tipo de problema. El experimento
siguiente introduce un elemento clave en este andlisis: el nivel de precisiéon exigido en la resolucién del

problema CDP(f, X).

EXPERIMENTO 1.1.c: el pardmetro n. frente a la precisién exigida en la resolucién del CDP(f, X).

Este experimento se ha disenado para evaluar la influencia del parametro n. en la eficiencia del
método CG/SD, en funcién de la precision demandada en la solucién del CDP.

En este experimento se resuelve la red SiF2 con el algoritmo EI'""< para las precisiones relativas
de 1.D+00,1.D—-01,1.D—02,1.D —03,1.D — 04", empleando varias combinaciones de los pardmetros
ne y n,. Existen interacciones entre los parametros n. y las combinaciones de los parametros n, y r
empleados para definir los RMP. Computacionalmente es muy costoso cubrir todas las combinaciones
de estos pardmetros, por lo que hemos considerado tres valores pequenos de n. = 2, 3,4 y tres valores
grandes n. = 10, 20, 30. Hemos elegido el valor r = oo, por tratarse de la mejor eleccién (como se verd
mas adelante), y hemos considerado dos valores del pardmetro n,. El primero, n, = 100, representa
una solucién casi exacta del RMP mientras que el otro valor elegido, n, = 10, define una solucién
truncada del RMP.

Un algoritmo de la clase NSD se obtiene empleando una iteracion del algoritmo de Evans, que con
la notacién introducida para la clase CG/SD, se denota por E?~1. Hemos comparado el algoritmo
En1 con otros algoritmos para los cuales n. > 1. El ratio empleado para establecer esta comparacién

lo definimos por

Tiempo de CPU empleado por Ef“l

Ratio de tiempos de CPU =

Tiempo de CPU empleado por E;""<’
en funcién de n. y del nivel de precisiéon de la solucién de CDP(f, X). Esta tasa mide el nivel de
mejora del CG/SD respecto a un esquema de tipo NSD.

La figura 3.9 muestra los resultados obtenidos en el experimento. Se observa, en primer lugar, que
el valor éptimo para n. depende del nivel de precisién demandado. Para valores pequenos de precision,
también se requieren valores pequenos de n.. Por otro lado, para niveles altos de precisién se requiere
de valores grandes de n.. La segunda observacién es que el esquema original E% ! es mejorado cuando
los niveles de precisién demandada aumentan, siendo significativos para grandes precisiones. El rango
de esta mejora, para todas las precisiones, varia entre 4.0 y 47.1 para el parametro n, = 10 y para
la mejor elecciéon de n.. Esta mejora estd comprendida entre 10.2 y 44.5 para n, = 100 y la mejor
eleccién de n..

Para la mejor eleccién de n,., que es n,, = 10, y para una precisién usual en las aplicaciones reales,
que esta entre 1.D — 02 y 1.D — 03, obtendriamos que el factor de mejora estaria comprendido entre

!La notacién xDy representa z10Y.
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Figura 3.9: Ratio de tiempos de CPU empleados por los algoritmos EZr*"c y EZr-! frente a la precisién
relativa

6.8 y 24.2.

Existen solamente dos casos donde la eleccién de n,. > 1 no es recomendable, que son cuando
n. = 30, para una precisién 1.D + 00 y para los dos valores de n,..

EXPERIMENTO 1.1.d: influencia del pardmetro n. y el nivel de precisién en el nimero de iteraciones
principales y en el nimero total de iteraciones interiores realizadas en el CGP

El experimento 1.1.d ha sido disenado para entender la mejora del algoritmo EZr ™ con respecto
al algoritmo E™+1 observada en el experimento 1.1.c .

En el experimento se resuelve la red SiF2 con EL2%:"c para los errores relativos de 1.D—02 y 1.D—04.
Hemos monitorizado los parametros: numero de iteraciones principales, tamano del dltimo RMP y
namero de iteraciones totales del algoritmo de Evans. Estos parametros definen la complejidad de la
fase CGP y de los RMP. Estas medidas son independientes del ordenador y del tamafio del problema.

En el experimento 1.1.b se mostré que el algoritmo CG/SD siempre mejora el tiempo empleado
en el problema RMP, pero la reducciéon del coste computacional en el CGP depende del balance entre
la reduccién del nimero de CGP y el incremento de su complejidad computacional. Los resultados
obtenidos para el experimento 1.1.d son mostrados en la figura 3.10. La principal conclusion derivada,
es que este balance depende de la precision demandada. En este ejemplo, para un error relativo de
1.D — 02, el ntimero de iteraciones del algoritmo de Evans para EL2%" es menor que E2%! cuando
1 < n. < 6, y viceversa, en el otro caso. EL%" con n, > 1 realiza mayor niimero de iteraciones
del algoritmo de Evans que E!9%! para la precisién relativa de 1.D — 04, esto significa que el coste
de computacion de la fase CGP crece con n. para esta precisién, pero el coste de computacién de los
RMP decrece con n..

Cuando la precisién demandada es excesivamente grande, los tamanos de los problemas de RMP
hacen impracticable su resolucién. La clase CG/SD nos permite introducir una estrategia para man-
tener pequenos los problemas RMP. Para estos niveles de precision, esta es la principal fuente de
mejora frente al SD clésico.

EXPERIMENTO 1.2: el papel de los pardmetros n,. y r

Los parametros n,. y r definen la complejidad de los RMP. El valor de n,, monitoriza la precisién
de la resolucién de los RMP y r sus tamanos. Si empleamos valores pequenos de r, estos problemas
seran facilmente resolubles, pero la cantidad que debamos resolver crecera. Si eligiésemos grandes
valores del parametro r, resolveriamos una menor cantidad de problemas, pero el coste computacional
de cada uno de estos problemas seria mayor. Esto conduce a plantearnos cudl es la mejor eleccion de
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Figura 3.10: Numero de iteraciones principales, niimero de columnas retenidas en el ltimo RMP y nidmero
de subproblemas de Evans frente a n.

los parametros n, y r.

EXPERIMENTO 1.2.a: el papel del pardametro r

El experimento 1.1 muestra que los métodos CG/SD con n. > 1 resuelven un menor nimero de
problemas RMP y éstos poseen un menor nimero de variables, comparados con la elecciéon n, = 1. Una
consecuencia de este comportamiento, es que no es necesario introducir una estrategia para mantener
pequeno el tamano del RMP. Por tanto, la mejor eleccién es tomar r = oo, es decir, emplear un
esquema de descomposicién simplicial (sin restriccién del problema maestro). Para evidenciar esta
afirmacién, hemos considerado la evolucién del tiempo de CPU empleado por los algoritmos FWn:1
(que es el RSD) y FW!%" en funcién del pardmetro 7. En el experimento hemos resuelto la red
Hul2, para una precisién relativa de 1.D — 03, mediante estos algoritmos y para varios valores de los
pardmetros n., n, y . Hemos empleado tres valores de n,. por ocho valores del pardmetro r en FW71
y tres valores de n. por ocho valores del pardmetro r en el algoritmo FW10:me,

Los resultados son mostrados en la figura 3.11. La conclusién principal es que la mejor eleccién se
obtiene para el valor del pardmetro r = oo (un esquema de descomposicién simplicial) y para valores
de n. > 1 (figura del lado derecho). Por otro lado, FW”! es més sensible a los pardmetros r y n,, en
este caso, el mejor valor es alcanzado en un valor finito de r (un esquema de descomposicién simplicial
restringida). Ademds, la eficiencia del algoritmo FW"! depende significativamente del valor n,..

EXPERIMENTO 1.2.b: el pardmetro n,. y r frente a la calidad de las columnas

Una cuestién clave es determinar la interaccién entre el pardmetro r y el niimero de proyecciones
n, (ntmero de iteraciones del método de Newton) en el RMP con el fin de elegir la mejor combinacién
de ambos parametros.

Hemos empleado como referencia el algoritmo RSD]'""< y la red AUT1. Este problema ha sido
resuelto empleando varios valores de r y considerando dos niveles de truncamiento en el RMP. Hemos
definido una precisién alta tomando el pardmetro n,, = 20 y una precision baja con el valor n, = 5.
Hemos trabajado con dos niveles en la calidad de las columnas generadas: baja y alta. Las columnas
del primer tipo se obtienen con n. = 3 iteraciones del algoritmo de Frank-Wolfe. Las del segundo
tipo se obtienen mediante dos procedimientos, en el primero efectuamos n. = 3 iteraciones del SD y
en el segundo se realizan n. = 6 iteraciones del algoritmo de Frank-Wolfe. La figura 3.12 muestra los
resultados obtenidos.

La primera observacién es que el comportamiento de este ejemplo, con valores de n. > 1, es
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similar al encontrado en el experimento 1.2.a para el algoritmo RSD (grafica del lado izquierdo de la
figura 3.11). Para la red AUT1 y para n, = 5 (ver figura 3.12 en el lado derecho) la mejor eleccién
del pardmetro r es 4. Este resultado cuestionaria las conclusiones obtenidas en el experimento 1.2.a
donde la mejor eleccién era r = co para los métodos CG/SD en los que n. > 1.

Lo que ocurre es que si la calidad de las columnas es baja respecto de la precisién demandada
para resolver CDP(f, X), entonces el niimero de problemas RMP serd grande, y los pardmetros n, y r
tendran el mismo papel que en el algoritmo RSD. Este hecho anade un nuevo elemento para analizar
los pardmetros n, y r: la interaccion entre la calidad de las columnas generadas en relacion a la
precision demandada. La conclusion obtenida en el experimento 1.2.a se circunscribe a columnas de
alta calidad.

La primera observacion, derivada de la figura 3.12, es que el rango donde varia el tiempo de CPU
en las columnas de baja calidad es mayor que el rango para las columnas de calidad alta. Esto muestra
mayor sensibilidad de los algoritmos CG/SD a los pardmetros n, y r para columnas de baja calidad.
Esto es debido a que las columnas de baja calidad generan mayor nimero de problemas RMP y por
tanto se vuelve clave la estrategia empleada en su resolucion.

Los parametros n, y r también condicionan el niimero de iteraciones principales del algoritmo
CG/SD. Por ejemplo, cuando se elige r = 1 se obtiene un algoritmo de direcciones de bisqueda y el
nimero de RMP es en general grande, pero estos problemas son facilmente resolubles y en ellos la
importancia del pardmetro n, es pequena. Por otro lado, cuando r = oo el nimero de iteraciones
del algoritmo CG/SD es mucho menor, pero el coste computacional de estos problemas es grande.
Una situacién intermedia, tomando valores moderados de r, podria producir un importante nimero
de problemas RMP con un coste computacional no necesariamente moderado. Esto justifica que la
mejor eleccién del pardmetro r es tomar valores pequenos (alrededor de 5) o grandes (r = c0). En el
primer caso, es recomendable emplear una precisién pequena en su resoluciéon, mientras que en el otro
caso, es recomendable una precisién grande.

Una especial observacién es que un algoritmo CG/SD con columnas de baja precisién puede ser
mejorado sustancialmente resolviendo los RMP con gran exactitud.

En realidad, la conclusién que se obtuvo en el experimento 1.2.a concuerda con este experimento.
Cuando la calidad de las columnas es alta, como en el experimento 1.2.a, las dos recomendaciones para
la eleccién del pardmetro ( valores grandes o pequetios) es la misma. Como el nimero de iteraciones
principales es pequeno, tomar un valor pequenio del parametro r es equivalente a emplear un esquema
de descomposicién simplicial, debido a que el nimero de columnas almacenadas (como maximo una
por iteracién) nunca llega a alcanzar el valor del pardmetros r y por tanto equivale a tomar r = co.

Como conclusion, la eleccién r = oo es satisfactoria en general y entonces el parametro n, debe ser
ajustado en funcién de las calidades de las columnas. Para calidades altas, este ajuste es robusto (es
amplio el rango de valores satisfactorios), siendo recomendable valores grandes del pardmetro n,.. Para
columnas de baja calidad, esta estimacién debe realizarse cuidadosamente debido a que la eficiencia
del algoritmo CG/SD depende significativamente de este pardmetro.

Bloque 2: actualizacién dindmica de n!

En el experimento 1.1 se vio que el valor éptimo del pardmetro n. para un algoritmo CG/SD depende
de cada problema y de la precisién pedida en la solucion del problema. En esta seccién, planteamos un
procedimiento para ir adaptando dindmicamente (en cada iteracién t) el valor del pardmetro n. (que
representa la calidad de las columnas), en funcién de los progresos que hace el algoritmo. Suponiendo
varias simplificaciones, el método estima el tiempo total de CPU para alcanzar la exactitud requerida
en funcién del pardmetro n.. Entonces, el método elige como n! (valor de n.. en la iteracién t) el valor
que minimiza el tiempo esperado de CPU.

Asumimos que se emplea el algoritmo iterativo A. para generar las columnas en CGP. Para describir
el método es necesario definir las siguientes variables:

o AZpyp(t,ne) = f(x) — f(x!71), donde la columna introducida en el RMP en la iteracién ¢ ha
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sido generada mediante la realizacién de n. iteraciones del algoritmo A.. Esta cantidad es el
descenso de la funcién objetivo en el RMP en la iteracién ¢ en funcién del pardmetro n..

o AZcgp(t,ne) = f(¥t,x!71) — f(x!~1,x!71), donde la columna y* ha sido generada realizando
n. iteraciones del algoritmo A.. Esta cantidad es la reduccién de la funcién objetivo en el CGP
en la iteracién t en funcién del pardmetro n..

o Trur(t) es el tiempo de CPU empleado en la resolucién del RMP en la iteracién .

© Teap(t) es el tiempo de CPU empleado en la fase de CGP en la iteracién ¢.

La exposicién del método se realiza en tres etapas. En la primera se estima el tiempo de CPU
necesario para que termine el algoritmo CG/SD, asumiendo que el nimero de iteraciones necesarias es
conocido. Este nimero es denominado n1. En la segunda etapa, se estima n; en funcién del nimero de
iteraciones realizadas con el algoritmo A. en CGP. En la tercera etapa, se describe como se actualizan
todos los parametros involucrados en este método.

Etapa I: estimacion del tiempo de CPU

Asumimos que el tamanio del RMP crece en una variable (la columna introducida) en cada iteracién.
Este fenémeno es frecuente en los ejemplos descritos en este capitulo (sobre un 87.7% en una muestra
aleatoria de los problemas de prueba tipo NET). Para simplificar el procedimiento hemos supuesto
que el valor del pardmetro es r = oo para el RMP.

También asumimos que toda columna que es introducida en el RMP no es eliminada y el tiempo de
CPU empleado para resolver el RMP depende linealmente del nimero de variables de este problema,
esto es, del nimero de columnas retenidas. El tiempo estimado de CPU para terminar el algoritmo
CG/SD tendré la expresién

mny ni
CPUgnip = ZTRMP(t + Z) = ZOZRMP.(mt + Z)
=1 i=1

ni

t - t
= m Qrupni + E Qruvp? = M QrumpN1 + Qrup
i=1

ni (n1 + 1)
2

donde agyp es el tiempo de CPU empleado en la resolucién del RMP por cada punto retenido, nq es
el nimero de iteraciones que deben ser realizadas para resolver CDP(f, X) después de la iteracién ¢,
y m! es el nimero de puntos retenidos en el RMP en la iteracién #-ésima.

Supondremos que A, tiene la misma complejidad computacional en todas las iteraciones (inte-
riores) en el CGP. Esta hipdtesis implica que el tiempo Tegp(t) puede ser calculado en funcién del
nimero de iteraciones n! realizadas por el algoritmo A. mediante la expresion Tecp(t) = acgpnt,
donde acgr es el tiempo de CPU empleado en realizar una iteracién con el algoritmo A..

Si empleamos en todas las restantes iteraciones principales el mismo nimero de veces el algoritmo
A, lamémosle n., el tiempo total de CPU empleado en la fase CGP se puede calcular por la expresion

ny
CPUgqp = Z Tecrp (t + 'L) = (accpnc) ni

i=1

Etapa II: estimacion de n;

Ahora estimaremos el numero n, bajo ciertas simplificaciones e hipdtesis sobre el comportamiento
del algoritmo CG/SD. Suponiendo que en todas las iteraciones el decremento de la funcién objetivo,
producido en el RMP, depende linealmente del descenso de esta funcién producido en la fase CGP,
obtendremos

AZRMP(t7nC) = MtAZCGP(tanc) (3~5)
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El descenso en la fase CGP depende del nimero de iteraciones realizadas con el algoritmo A..
Supondremos que este descenso viene representado por la ecuaciéon

AZeap(t,ne) =t (ne)? (3.6)

donde 1t y 3! son parametros del modelo.

Este modelo tendra un buen ajuste para valores pequenos del pardmetro n., debido a que el modelo
puede predecir descensos tan grandes como se deseen, como si el problema fuese no acotado, y esto por
lo general no es cierto. Podriamos evitar este comportamiento recurriendo a otros tipos de modelos,
como una curva logistica, etc., pero nos llevaria a mayores dificultades en la calibracién del modelo.

Se ha observado que el modelo lineal tiene un buen ajuste para valores pequenos de n.. Esta
observacién empirica conduce a tomar 8¢ =1 para todo t.

Ahora el problema es estimar el numero de iteraciones principales para finalizar el algoritmo
CG/SD. Denotamos este ntimero por nf. El criterio de parada empleado para los algoritmos CG/SD
es que el error relativo sea menor que una tolerancia dada € > 0. El algoritmo se terminard en la
iteraciéon m si se cumple

‘ fx™) — LB™
fxm)
donde LB™ es una cota inferior del problema en la iteracién m y x™ la iteracién. Suponiendo que

f(x*) > 0y despejando f(x™) de (3.7), obtenemos (1 — €) f(x™) < LB™. Sustituyendo la relacién
fx™) = f(x") 4+ 3" ) AZgue(i,nl) en la relacién anterior, obtenemos que m debe satisfacer

’ <6 (3.7)

u%wM+ZMmmggW

i=t+1

Una cota superior del nimero de iteraciones, se obtiene reemplazando la cota inferior en la iteracion

m, LB™, por la actual (un valor menor), LB, y llegamos a que n} cumple

. . _ LB
n} < p' = arg minimizar {n eN: ZAZRMp(t +i,nit") < : — f(xt)}

‘ —€
=1
Emplearemos como estimacién de n! el valor de pt. Para que este valor esté completamente deter-

minado debemos asumir un comportamiento de AZpyp(i,n%) para las proximas iteraciones. Supon-
dremos que este descenso es similar a la iteracion actual, es decir:

AZRMP(ta nc) ~ AZRMP(t +1, nc) N AZRMP<t + nq, nc)

Bajo esta hipétesis, se puede calcular el valor de p® y obtener la estimacién de n!

LB* t LB? t
- f(x") - f(x")
t 1—e 1—e¢
D= | 1= 1, 3.8
" (n ) AZRMP(ta nc) T Ntntnc * ( )

donde [.] es la parte entera de un ndmero.
Elegiremos como n*!, para el préximo CGP, el niimero que minimice el tiempo esperado, es decir,
nttt = arg minimizar, cNCPUcgp(nc) + CPUgyp(ne) =

ni(ne) (nj(ne) +1)
2

. . . t t t
arg minimizar,, cnQcepn](Ne)Ne + M Qe (Ne) 4 Qrare

donde n! (n.) es dado en (3.8). Para resolver este problema en la préctica, hemos restringido la variable
n. al conjunto [4,20] NIN y, mediante la evaluacién de la funcién objetivo sobre ese conjunto discreto,
calculamos el valor minimo.
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Etapa III: actualizacién de parametros

En cada iteracién actualizamos los pardmetros empleados para calcular el valor de nit!.

La estimacién del tiempo de CPU usado en el RMP por cada variable es

T t
Oryp = %t()

donde m! es el nimero de puntos retenidos en RMP en la iteracién . No empleamos la informacién
anterior de los RMP debido a que sus tamafios pueden ser demasiado diferentes y podria producir
una estimacion sesgada de este valor.

El pardamero acqp se calcula como la media de los tiempos empleados en las iteraciones del algoritmo

Ac

Las predicciones realizadas por los modelos (3.5) y (3.6), que denotamos por A/ZR\MP(t, nt) y
AZqp(t,nt) son diferentes de lo observado posteriormente. Corregimos los parametros n' y u! para
cumplir las igualdades AZpyp(t, nl) = AZpup (t,1n8) v AZcgp(t,nl) = AZccp(t,nt). Obteniendo que

n,
t+1 _ Dpure (t,n¢)
a AZ o (t 1)

Una mejor estimacién del pardmetro pft! se obtiene suponiendo que este pardmetro depende
linealmente del GAP (diferencia entre la cota inferior y cota superior) en la iteracién t 4 1, esto es,
pttt = uGAP'*! entonces

,GAPt1

as B HGAPH! B
R Tgapt

t+1
i = LGAPE por tanto p

AZgwmp (t,nh)
AZcgp(t,nt) "
observar que estas expresiones requieren conocer cotas inferiores al valor de CDP(f, X) y eso no es

posible para ciertos algoritmos A..

donde GAP! = f(x!) — LB? para toda las iteraciones t y u' es calculado por Se puede

EXPERIMENTO 2.1: actualizacién dindmica del pardmetro n’.

El experimento 1.2 nos muestra que es aconsejable tomar un gran valor de n, y tomar r = oo
cuando las columnas son de alta calidad. Pero no hay ninguna recomendacién para el parametro n..
Esta eleccién depende de la precisién demandada y del tipo de problema. Este inconveniente es el que
quiere solucionar el procedimiento de actualizacién dindmica de nf. Este experimento estd disenado
para validar el mismo.

Una motivacién similar aparece cuando queremos determinar el nimero de iteraciones a realizar
con un algoritmo para aproximar el problema cuadratico del CGP para un algoritmo NSD. Hemos
extendido este procedimiento a esta clase, en concreto, lo hemos aplicado a los algoritmos N1 y
GLP™1. Se ha hecho considerando que AZq¢p (¢, n.) es proporcional al decremento de la aproximacién
cuadrética, esto es, II(y*, x'~1) — II(x'~1,x'~1), donde II es la aproximacién cuadrética en el punto
xt—1

La figura 3.13 muestra la evolucién del tiempo total de CPU para los algoritmos FW"rme N7t
y GLP?! en funcién del ntimero de iteraciones del algoritmo de FW, empleado en el CGP para la
red NET1b.
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Figura 3.13: Actualizacién dindmica del pardmetro n.. El simbolo * denota que el algoritmo emplea la
actualizacion dindmica

La actualizacién dindmica requiere un valor de n. en la primera iteraciéon. Las curvas en negrilla
muestran la evolucién de estos algoritmos en funcién de este valor inicial. Las otras curvas se obtienen
haciendo siempre un nimero fijo de iteraciones del algoritmo de FW (ya sea aplicada al problema
original o a la aproximacién cuadrética). En resumen, en el método de actualizacién dindmica se elige
sblo el parametro en la primera iteracion, frente al otro procedimiento que considera el mismo valor
en todas las iteraciones.

En figura 3.13 se ilustra que el tiempo de CPU se reduce significativamente si el nimero de
iteraciones n. no es ni demasiado pequeno, ni demasiado grande, para el procedimiento estatico. La
actualizacion dindmica tiene un comportamiento similar a la elecciéon adecuada pero para casi todos
los valores iniciales de n.. Esto prueba que este método minimiza las consecuencias de un error en la
eleccién del parametro del pardametro n..

Bloque 3: prolongaciéon a la frontera relativa

Esta seccién aborda el papel de la prolongacién de la columna a la frontera, definida en (2.6), para
los métodos CG/SD. Hemos realizado cuatro experimentos numéricos y una discusién tedrica sobre
el modo de calcular esta prolongacién de la columna, en el caso de emplearse métodos de direcciones
factibles para el papel de A.. Ademds, hemos analizado tedricamente el efecto de no efectuar la
prolongacién o de hacerlo fuera de la region factible.

Una diferencia fundamental entre el SNFP y el TAP-M es el calculo de la prolongacién a la frontera.
Para el SNFP esta prolongacién se puede calcular en funcién del flujo en los arcos (imponiendo la no
negatividad de los arcos), pero esto no es posible para problemas de flujos multiproducto.

El experimento 3.1 estd disefiado para mostrar el papel de la prolongacién en los métodos CG/SD.
Ademis, se obtiene una férmula para calcular dicha prolongacién, que puede ser aplicada al TAP-M.
El experimento 3.2 estd planteado para medir computacionalmente la velocidad de convergencia de
los métodos CG/SD en funcién de la prolongacién. El experimento 3.3 estd disenado para evaluar el
efecto de prolongar la columna fuera de la region factible. El ultimo es una aproximacion a la relacion
existente entre la geometria de la cara éptima y prolongacion de las columnas.

EXPERIMENTO 3.1: efecto de la prolongacién a la frontera relativa en la eficiencia del algoritmo
CG/SD.
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Figura 3.14: Influencia de la prolongacién de las columnas a la frontera relativa

Este experimento se resuelve la red NET2b con los algoritmos N1%!1 GLPL%! y FW1%10 con y sin
prolongacién. También hemos empleado el algoritmo FW como referencia de convergencia sublineal.
Los problemas cuadraticos de los algoritmos NSD han sido resueltos empleando 10 iteraciones del
algoritmo de FW. Hemos repetido este experimento para el problema Hul2 y para los métodos FWL0:5
y B2

Los resultados obtenidos en este experimento se muestran en la figura 3.14. La eficiencia de
los métodos N0 y FWLO10 eg drasticamente reducida cuando no se efectiia la prolongacién de
las columnas. Ademds, la velocidad de convergencia de los algoritmos FWL210 y N1O1 eg idéntica al
algoritmo de FW. El método GLP1%! es més robusto a la supresién de la prolongacion, siendo despties
de varias iteraciones cuando la convergencia se ralentiza.

Para el problema Hul2 se observa el mismo comportamiento. En este caso no esta tan claro
que, si la prolongacién de la frontera no se efectiia, los algoritmos FW125 y EL%5 tengan similares
comportamientos a los de FW y E respectivamente. La clave estd en el ntimero de iteraciones,
en realidad, cuando se realiza una iteracién del algoritmo FWL%® y E%5 se han realizado n. = 5
iteraciones de FW y E. La comparacién se debe realizar con 5 iteraciones de los algoritmos FW y E,
llegando a ser evidente.

En el experimento numérico se observa que si la prolongacién no se efectia entonces existe un
ndmero entero positivo 7 cumpliendo

xt=y"l vt>1

Que significa, entre otras cosas, que cuando la prolongacién no se efectia la velocidad de convergencia
del algoritmo CG/SD estd monitorizada por el algoritmo empleado en CGP.

A continuaciéon damos una justificacién de esta afirmacién para el caso de problemas convexos
continuamente diferenciables, como los son el TAP-M y el SNCF. Asumiremos que la cara éptima es
el conjunto {x*}, entonces V f(x*)(y —x*) > 0 para todo y € X.

En primer lugar probaremos que X! — {x*}. Sea y una columna generada en alguna iteracién.
Probaremos que esta columna se elimina en alguna iteracion del RMP. Empleando el hecho de que
la sucesién {x'} converge a x* y empleando la continuidad de V f(x) en X, obtenemos que existe un
entero ¢ cumpliendo que V f(x!)(y — x') > 0. Esto implica que el coeficiente de ¥, en la combinacién
convexa de puntos §j € P? para expresar x!, es cero y el punto es por tanto eliminado. Ademaés, las
nuevas columnas estdn mas cerca a x* debido a que y* — x*, entonces X* — {x*}.

Ahora probaremos que las soluciones truncadas de los RMP se alcanzan en puntos extremos de X*
para valores suficientemente grandes de t.
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El teorema de Taylor justifica la siguiente expresién

Fly) = f(x") + Vf(x)(y —x) + %(y = x") V2 f(c)(y — x7) (3.9)

donde ¢ € (y,x*). Empleando la propiedad de que la sucesién de conjuntos X! — {x*}, entonces
{maximoyex:|ly —x*||} — 0. Asumiendo que las matrices Hessianas estdn acotadas en X, y por
cumplirse ||y —x*|| & 0 para todoy € X*, obtenemos que el término cuadratico en (3.9) es despreciable
frente al término lineal para todo y € X!. Entonces

arg minimizar, ¢ x. f(x) ~ arg minimizar ¢y Vix9)Ty,

y la solucién del RMP se alcanza aproximadamente en un punto extremo de X!. En la iteracién
siguiente, todos los puntos retenidos en el RMP son eliminados, a excepcién de la solucién del RMP.
Ademds, se cumple f(y'~1) < f(x!7!) y esto justifica que la columna introducida y*~! es un punto
extremo con menor valor que el resto de puntos extremos retenidos y por tanto la solucién del RMP

entes ¥y, obteniendo x* = 1.

Un resultado derivado del anterior argumento es que X**! estars definido por la iteracién actual
x! y y. Lo que conduce a que el conjunto P**! tendrs dos puntos. Estos resultados concuerdan con
las observaciones numéricas.

Los resultados computacionales muestran que el GLP.%'! es menos sensible a la supresién de la
prolongacién. Esto es debido a que la convergencia de X! — x* es més lenta que los otros métodos.
Para justificar esta afirmacién, basta considerar que cuando el pardmetro « vale cero en el GLP%!
los problemas se transforman al algoritmo de FW y las columnas son puntos extremos (y por tanto
no se pueden prolongar més). Asumiendo ciertas propiedades de continuidad de las soluciones de los
subproblemas cuadraticos del GLP frente al pardametro 7, podemos considerar que estas soluciones
(por lo menos al inicio) estédn cerca de la frontera para valores del pardmetro v cercanos al cero. Por
todo ello, el método GLP7z " podria ser un método eficiente para problemas en los que que fuese
imposible calcular la prolongacién de las columnas a la frontera relativa. La discusién anterior nos
motiva a efectuar la prolongacion a la frontera, pero no siempre es posible calcularla para un conjunto
convexo general X.

Ahora abordaremos el cdlculo para conjuntos convexos generales X y para métodos de direcciones
de descenso A. empleados en CGP. Supondremos que la bisqueda lineal en un punto x se formula

in f(\ 1—2X
kre%r,ll]f( x + ( )P)

donde el punto p es un punto extremo de X. Todos los algoritmos empleados en este trabajo son de
este tipo. La siguiente proposicién proporciona una férmula para calcular la prolongacion a la frontera
relativa, en funcién de las busquedas lineales obtenidas en el CGP.

PROPOSICION 3.3.1 Sea X un conjunto convezo y el algoritmo A. empleado en los CGP un método

de direcciones factibles. Supongamos que \; para i = 1,... ,n. son los n! valores de las bisquedas
lineales efectuadas en la iteracion t en CGP, entonces la prolongacion a la frontera se calcula por
1
gt = D a—
1- Hi:cl Ai

DEMOSTRACION. Denotamos por y! la i—ésima iteracién del algoritmo A, realizada en GCP en la
iteracién principal ¢. La primera iteracién se puede expresar por yi = A\;x’ + (1 — A\1)p; donde \; es
el valor de la buisqueda lineal de la funcién f en el intervalo [x’, p;]. La segunda iteracién se expresa
por ¥5 = Aoyt + (1 — A{)p2 donde Ay es la solucién de la segunda bisqueda lineal. Sustituyendo la
anterior expresién de y! en la de 34, obtenemos y5 = Ao A1x" + X2 (1—A1)p1+ (1 —A2)p2. Si hiciésemos
n! iteraciones del algoritmo A, en CGP obtendriamos que la columna generada en la iteracién t se
puede expresar como combinacién convexa del punto actual x! y del conjunto de puntos {p; | i € 75}

=i+ Yol
ieP
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t
donde p* =T, Ai, y
S e
icP
pt, ol >0, ViePp.

Calculamos la prolongacién a la frontera empleando la expresién (3.10), obteniendo la relacién

yi=x + 43 —x") =x"+ (p' - 1)ex" + Zﬁtaﬁpi =o'x"+ Z&Oéfpi
i€P i€P

donde 8" = [14(u' = 1)) y 6"+ 3, cp Ll = 14+ (' — 1), +£,(1— p*) = 1, y todos los coeficientes son
positivos. Esto muestra que la columna prolongada y* es una combinacién convexa del actual punto
x' y del conjunto de puntos {p;}. Como y' estd en la frontera relativa de aff ([x*,y]) N X entonces
=0yl =1/(1 —pub). Sustituyendo el valor de pu! en funcién de las bisquedas unidimensionales
i, obtenemos que el valor de ¢; se calcula con la expresion

1

b= PN
=Ty A

EXPERIMENTO 3.2: velocidad de convergencia de los métodos CG/SD

El siguiente experimento estd disenado para medir la velocidad de convergencia de los métodos
CG/SD con y sin prolongacién a la frontera. Primero hemos calculado la solucién del problema
Hul2 con un error relativo inferior a 5.8%107%%. Esta solucién es denotada por %X. Después hemos

considerado la sucesién
fAbsErry = f(x') — f(%X),

que es una estimacién del error absoluto.

Hemos resuelto el problema Hul2 con los métodos FW1%% y EL%5 con y sin prolongacién de las
columnas a la frontera relativa. La figura 3.14 (en el lado derecho) muestra la sucesién fAbsErr;
(donde el valor de C' = f(%)) generada por los diferentes métodos frente a la iteracién ¢. Las curvas
concuerdan con la expresién funcional

!
fAbsErr , = el

donde «, 8 > 0.

Hemos hecho un ajuste de los errores fAbsErr; al modelo fAbsErr; = 5, y los resultados se pueden
ver en la tabla 3.7. Hemos estimado los parametros « y 8 por el método de minimos cuadrados. La
bondad del ajuste ha sido evaluada mediante el coeficiente de determinacién R2?, que representa la
proporcién de la varianza de la variable fAbsErr explicada por la regresién. Estos valores son muy
cercanos a 1.

La principal conclusién es que, si la prolongacién no es efectuada, la velocidad de convergencia es
similar al algoritmo empleado en la fase CGP. Esto es, FW'5 es similar a hacer cinco iteraciones del
algoritmo FW; EL%5 a realizar cinco con el algoritmo de Evans. Se observa que si la prolongacién se
realiza, el valor de 8 es mayor que 1, en caso contrario 3 es menor que 1.

EXPERIMENTO 3.3: prolongacién de las columnas fuera de la regién factible

La convergencia de los algoritmos CG/SD estd asegurada bajo la hipdtesis de que las columnas
introducidas en el RMP pertenecen a la regiéon factible X. En este experimento contrastamos la
robustez de la convergencia de los algoritmos frente a columnas no factibles. En el experimento
prolongamos las columnas fuera de la region factible. La motivacién de este experimento estriba en
que en algunos problemas puede ser imposible calcular esta prolongacion.
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Tabla 3.7: Ajuste de la curva fAbsErr; = J% para los métodos con y sin prolongacién

Algoritmo con prolongacién sin prolongacién

o B R? o B R?
FWZ2P 2799.83 1.7468 0.9676 2013.24 0.7112  0.985
ELS 2726.18 2.1362 0.9978  886.305 0.8622 0.9971
FW 2271.94 0.5469 0.9914
E 3746.75 0.8718 0.9943

Hemos resuelto el problema NgD2 con una gran exactitud. El error relativo fue menor de 1.26 10~°
%. El valor de la funcién objetivo fue 41481.90939 y la cota inferior de 41481.90886. Denotamos esta
aproximacién por x. FEl problema es estrictamente convexo por lo que la solucién es unica y la
denotamos x*. Esto justifica que la sucesion de iteraciones debe converger a la tnica solucién del
problema.

Hemos resuelto este problema con EL9%% y FW3%0:5. En las primeras iteraciones hemos extendido
las columnas a la frontera relativa, pero después de una determinada iteracién, la prolongaciéon ha
sido 10¢; o 100¢;, es decir diez o cien veces mayor que la verdadera prolongacién y por tanto la
columna generada no pertenece a la regién factible (por la convexidad de X). Hemos monitorizado la
convergencia del método CG/SD empleando

P
xRelErr! = M

%2

Tabla 3.8: Prolongacién fuera de la regién factible

Primera prolongacién EL05 FW500:5
fuera de la regién 10 ¢4 1004, 10 ¢ 1004,

5 0.48%° 0.42% error 0.86%

41476.78 ©  41478.76 41460.41

10 0.30 % 0.47% 0.14% 0.13%

41479.55 41479.11 41478.46  41478.56

15 0.10 % 0.14% 0.04% 0.04 %

41481.48 41482.37 41481.29 41479.42

20 0.18% 0.12% 0.09% 0.05%

41482.05 41481.83 41480.82 41472.05

2xRelErrt*100.
bValor de la funcién objetivo.

La conclusién es que el método CG/SD converge a puntos cercanos de la solucién éptima, pero
estos puntos no son factibles debido a que el valor de la funcién objetivo en ellos es inferior a la cota
inferior del problema. Si el nimero de iteraciones a partir de la cual se empieza a prolongar fuera de la
regién factible se incrementa, el punto obtenido en esta sucesion estd mas cercano a la solucién éptima.
Otra observacién es que si la columna se extiende fuera de la regién factible, entonces existen puntos
donde la funcién no estd definida (logaritmo de valores negativos). Este es el motivo que produce el
error computacional para FW590:5 y para la iteracién quinta, a partir de la cual se extiende fuera de
la regién factible la columna.

El siguiente resultado muestra que en algunos problemas, después de un numero finito de it-
eraciones, las columnas se pueden extender fuera de la region factible y el algoritmo sigue siendo
convergente.

PROPOSICION 3.3.2 Bajo las hipdtesis del teorema 2.4.13, después de un nimero finito de iteraciones
se pueden prolongar las columnas generadas en el CGP fuera de la region factible y el algoritmo
CG/SD sigue siendo convergente.
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Figura 3.15: Evolucién de la prolongacién a la frontera en funcién del ntimero de iteraciones

DEMOSTRACION. Empleando los mismos argumentos de la demostracién del teorema 2.4.13 podemos
garantizar la existencia de un nimero entero 7; para el que Xt C F* para todo t > 7;. Esto implica
que para cualquier punto y' = x! + 4,(y* — x'), con ¢, > 1 se cumple que y' € aff (F*), donde
aff (F*) es la envoltura afin de F*. Sea X' el conjunto obtenido al reemplazar y* en P* con una
columna del tipo y*. Luego se cumple que X es un subconjunto de aff (F*) para todo t > 7y.

Ahora demostraremos que existe un entero 7 verificando que, si la columna y* es reemplazada por
y! para definir X con ¢t > 7, la solucién de este RMP se alcanzara en un punto de X.

Como x! — x* y x* € rint (F'*), entonces existe un 7, cumpliendo para todo ¢ > 75
f(x") < minimizarxe,sro 7y f(X)

Sea 7 = max{r, T2} probaremos que SOL(f, X't) C X para todo t > 7 por reduccién al absur-
do. Supongamos que x't1 ¢ X. Por hipétesis x'T! € X* C aff (F*), y entonces existe un punto
z € [x!,x"* 1 Nrfro (F*) cumpliendo f(x') < f(z) y f(z) > f(x'*!) y esto contradice la pseudocon-
vexidad de f. d

EXPERIMENTO 3.4: geometria de la cara éptima

La proposicién anterior asegura que existen relaciones entre la geometria de la cara 6ptima y la
operacion de prolongar a la frontera relativa.

En este experimento dibujamos el tamano de la prolongacién ¢; en cada iteracion t. Hemos conside-
rado N10-1 w1010 N101 pyw1010 hara NET1b y FW304 para la red GRI3a. La primera conclusién
es que /; > 1 para toda iteracion ¢t. Esto significa que tanto la iteracién como la columna estan en la
misma cara.

Los dos dibujos muestran dos situaciones diferentes. En el primero, la soluciéon 6ptima estd localiza-

da en una cara donde las columnas estan distribuidas uniformemente a lo largo de su frontera relativa
[y —x"]]
. . . . . lly? =]l . )
numerador, que indica la distancia de la actual iteracién a un punto de la frontera relativa, es mas

o menos constante, mientras que el denominador ||y* — x*|| — 0. En el otro ejemplo, la localizacién
de la solucién 6ptima es diferente. Existen puntos muy cercanos a la frontera relativa, mientras que
otros estan muy lejos.

con respecto a la solucién éptima. Por esta razén, el valor ¢, = — 00. En este ejemplo, el
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Figura 3.16: Regiones factibles del RMP para los métodos CG/SD

Bloque 4: el papel de X*

La clase CG/SD permite regiones factibles méds generales para los problemas RMP que los algoritmos
SD, RSD o NSD. La elaboracién de estos nuevos conjuntos se basa en las columnas retenidas, que
denominaremos por P. El conjunto maximal, que puede ser definido empleando 75, es aff (75) nx,
donde aff (75) es la envoltura afin del conjunto P. A priori, un modo de mejorar los algoritmos
CG/SD respecto a los algoritmos SD, RSD o NSD; es considerar una regién mayor para el RMP que
la clasica region X, definida como la envoltura convexa de un conjunto de puntos. Esto es, considerar
un conjunto convexo y compacto X cumpliendo que X C X C aff (X )N X. Esta eleccién producirfa
un mayor descenso en el RMP que en la forma estandar empleadas por los métodos SD, RSD or NSD
para definir X .

La desventaja es que también crecerfa el esfuerzo computacional. Los posibles conjuntos para X
deben ser conjuntos poliedrales con un mayor nimero de puntos extremos que la cardinalidad del
conjunto 75, por la minimalidad de los simplices? (esta es la situacién A indicada en la figura 3.16),
o un conjunto no poliedral (es el caso B de figura 3.16). En ambos casos, el RMP tiene una mayor
complejidad computacional. En el primer caso esta mayor complejidad computacional se traduce por
un incremento en el nimero de variables del problema, que coincide con el nimero de puntos retenidos.
En el otro caso, la mayor complejidad radica en pasar de un problema linealmente restringido a uno
no lineal.

La anterior discusién previa conduce a la siguiente pregunta: ;Son ventajosas estas mejores apro-
ximaciones interiores para definir los RMP, teniendo en cuenta que poseen un mayor coste computa-
cional?

En nuestra experiencia computacional, en la mayorfa de las iteraciones (aproximadamente 87%
para problemas del tipo NET) el RMP no elimina columnas. Este hecho implica que la solucién
truncada para el RMP (y probablemente la solucién éptima) pertenece a rint (X?). Empleando un
similar argumento que en el teorema 2.3.6 se puede demostrar que x'*! resuelve también CDP(f, X b).
Esto significa que el descenso seria el mismo para cualquier otra aproximacion interior que contuviese
a X'y estuviera contenida en aff (X*), pero la complejidad computacional seria mayor. Estas con-
sideraciones podrian indicar que la definicién de los conjuntos X! como la envoltura convexa sea la
adecuada.

Bloque 5: comparativa de métodos

EXPERIMENTO 5.1: comparativa de los métodos CG/SD, NSD y SD

2Si el RMP est4 resuelto de forma exacta es un simplice y empleando el hecho de que los puntos extremos estan en
la frontera de un conjunto convexo, este conjunto es minimal respecto al nimero de puntos extremos
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Tabla 3.9: Clasificacién de los algoritmos

Tipo SNFPP TAP-M

I FWSe FW7rme, Epre
nt —~n,,l

I SD, N%', GtLpi’o ¢ FWig', Efgg', NEo

11 FWa' FWny e, Bopne

Ac N, GLP, FW, E NE

La clase de algoritmos CG/SD generalizan los métodos de direcciones factibles mediante su uti-
lizacién en el CGP. Decimos que es una extension ya que el algoritmo original se obtiene tomando
r =1y n. = 1. Nosotros hemos investigado tres formas de mejorar un algoritmo A, dado:

I. PARTAN generalizada (n. > 2y r = 1). Esta extensién efectia n, iteraciones con el algoritmo
A, v realiza entonces una nueva bisqueda unidimensional en la direccién definida por la actual
iteracién y la columna generada. Estos métodos son nuevos, exceptuando el caso n. = 2 que se
conoce con el nombre de métodos de las tangentes paralelas PARTAN.

II. Bisquedas multidimensionales de la clase NSD (n. = 1y » > 2). La eleccién de n, = 1y
7 > 2 es una forma de generalizar los métodos de bisquedas unidimensionales a buisquedas sobre
simplices. Ejemplos de estos algoritmos son los de la clase NSD.

ITI. Bisquedas multidimensionales de la clase CG/SD. (n. > 2y r > 2). Estos algoritmos son nuevos
y constituyen propiamente la clase CG/SD.

Este experimento ha sido disenado para comparar los algoritmos de direcciones factibles con sus
extensiones del tipo I, Il y III. Para este fin, hemos resuelto los problemas SNFP y TAP-M
empleando los algoritmos mostrados en la tabla 3.9. Algunos de estos métodos tienen disponibles
cotas inferiores a la solucién del problema y existen diferencias importantes entre la calidad de éstas.
Para eliminar este factor en la medida de la eficiencia de los algoritmos, hemos empleado una cota
inferior comtn para todos ellos. La precision empleada para los problemas de tipo SNFPP se muestra
en la tabla 3.3 y para los problemas del tipo TAP-M hemos usado dos niveles de precisién: (1.D — 03
y 1.D — 04).

Hemos empleado n,, = 8 proyecciones para resolver los RMP para los problemas del tipo NET
y el valor n,, = 25 para las otra clase de problemas del tipo SNFP. Hemos usado la actualizacién
dindmica para todos los algoritmos empleados en los problemas SNFP, incluso hemos hecho la modi-
ficaciéon oportuna para incluir el caso r = 1. Por otro lado, hemos utilizado valores fijos de n. para
los problemas del tipo TAP-M. Hemos empleado los valores n. = 15 para Sif2 y el valor n, = 5 para
los problemas Hul2 y NgD2. Hemos elegido n, = 10 proyecciones para resolver el RMP.

="yl T .
Los problemas cuadraticos, que aparecen en los algoritmos NSD NE:O y NE, se resolvieron con
el algoritmo FW, realizando el mismo nimero de iteraciones que para los algoritmos CG/SD, esto es,
Ne.

Los resultados obtenidos para los problemas SNFP se muestran en la tabla 3.10 y para los problemas
del tipo TAP-M en la tabla 3.11. En la tabla 3.10 se observa el tiempo de CPU y el nimero
de columnas retenidas en el dltimo RMP y en la tabla 3.11 se muestra, en el primer bloque, los
métodos de direcciones factibles y en el segundo, sus generalizaciones a busquedas sobre simplices.
Los resultados de este experimento son el tiempo de CPU, el ntimero de iteraciones principales, el
nimero de columnas retenidas en el dltimo RMP y el nimero total de iteraciones realizadas por el
algoritmo A..

Analizaremos los resultados derivados de la tabla 3.10 y de la tabla 3.11 en funcién del tipo de
algoritmo (I, IT y III).
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I. No es posible comparar el algoritmo de FW con sus extensiones FW?’"Z o FW7™" debido
a que el tiempo de CPU empleado por el FW para resolver los problemas de prueba es
prohibitivo. Si comparamos la descomposicién simplicial para los problemas NET-SNFP
y la descomposicién simplicial restringida FWigbl para los problemas TAP-M, entonces
la media arménica de los ratios de los cocientes de tiempo de CPU es 17.2 y 1.5 respec-
tivamente, favorable a la extensién unidimensional del método de FW. Por otro lado, es
posible comparar el algoritmo E]™" con su algoritmo de referencia E. La media arménica
de los ratios es de 3.4 para la precisién de 1072 y de 5.6 para la precisién 10~%. También
E]7"™ mejora la descomposicién simplicial con subproblemas de Evans, esto es, E}gbl. L
tasa media de mejora es de 1.9 para la precisién de 1072 y 1.2 para la precisién de 1074,

II. Hemos calculado la media armonica de los ratios entre los algoritmos unidimensionales
y sus extensiones NSD. Hemos considerado los algoritmos N y GLP para los problemas
SNFP y NE para los problemas TAP-M. Esta media para los problemas del tipo NET
es 5.6 y 6.4 para N y GLP respectivamente, y 1.1 y 1.8 para los problemas GRID-AUT.
En este tipo de problemas, existen ejemplos donde las bisquedas multidimensionales no
mejoran los métodos de direcciones factibles. Esto se debe a dos factores, el primero es la
gran cantidad de cotas activas en las soluciones de estos ejemplos (ver la tabla 3.3) y esto
hace ineficiente la expansién de los simplices. El segundo factor es la inadecuada precision
elegida para resolver los RMP, que es demasiado grande.

El NE se mejora 3.8 veces su tiempo de CPU para una precisién 1072 y alrededor de 20.35
para la precisién 1074,

En general, los métodos CG/SD mejoran su versién unidimensional, siendo mayor para
precisiones altas.

III. Los algoritmos de tipo III, FWE&"“7 FWZrne y EZ-" han presentado el mejor compor-
tamiento computacional para los problemas del tipo NET y TAP-M . En la tabla 3.10 se

ve que el tiempo de CPU del algoritmo SD se mejora por el algoritmo FVV?;D"z mediante un
factor de 113.2 para los problemas del tipo NET. Este factor es de 10.3 para los problemas
TAP-M. Si comparamos FW%gbl (descomposicién simplicial restringida) con EZr-"e se ob-
tiene que este factor es de 24.9. En realidad, deberfamos comparar el algoritmo EZr:"¢ con
E%gbl, siendo este factor de 4.3. El método SD es satisfactorio para precisiones medianas
0 pequenas, pero es de mucha exigencia computacional cuando la precision demandada es
alta, haciendo que los procedimientos sean imposibles de aplicar en un tiempo razonable.
Los métodos CG/SD son robustos para este efecto.

EXPERIMENTO 5.2: cotas inferiores para los métodos CG/SD.

El experimento anterior es una imagen de la convergencia de los métodos para un nivel de precisiéon
dado. Un método podria ser mejor que otro al comienzo de las iteraciones y transcurridas unas cuantas,
la situacién inicial podria ser invertida.

La convergencia de los métodos se monitoriza por las cotas inferiores a lo largo del proceso. Estas
son el valor éptimo de los subproblemas de Frank-Wolfe o Evans.

En el experimento anterior, todos los algoritmos operan con la misma cota inferior. Este esta
disenado para ilustrar estas dos cuestiones: la evolucion de las cotas generadas por los métodos y su
convergencia.

La figura 3.17 muestra la evolucién de las cotas inferiores y de la sucesién f(x*) generada por los
métodos FW, E, FW.01 ELL FWli0ne "EL0ne frente al niimero de iteraciones y tiempo de CPU en
el problema Sif2.

La principal conclusién es que los métodos EL0"e FW10"c son mejores que los otros (tanto frente
a nimero de iteraciones como tiempo empleado de CPU) y generan también mejores cotas inferiores
a lo largo del proceso. Los métodos E y EL%! son mejores que sus equivalentes FW y FW%1 pero
éstos solamente generan mejores cotas al principio, posteriormente la tendencia es invertida.
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Tabla 3.10: Resultado experimentales de los problemas SNFP

Red SO FWS™ N GLP FwWE™ NY%  qLpir
— 22(31.?“ 2(;.2 72_5 3?;6 1217 1(;.5 2%.2
NET1D 208586.3 5825.8 6027.1 16224.6 37?.1 5(;4 1(1%.2
NETLe 46182?).1 54;1.1 ij 663.0 31)_.6 sz 41532
NET2% >>1}880 11(;6.8 40(;3.7 14:’;4.3 928.5 % 11;.9
NEToh >>4zlxggo 16825.5 23(;0.4 355;2.3 % 2(172.6 25;37.5
NETSn Gzi(ﬁ.s) 1326.5 FW?Z 2624.0 211_2 sz 2;1:.),9
NETSH 6(2‘159.9 212.6 Fw?nﬁ 1023.0 % sz 512(.)9
NETUD >>1?ggo 15;1.6 Fw?“ﬁ 144;2.6 % sz 9125;.7
Red FW2™ N QLP FWS™ NZme gLp®me
J— 2227.1 2626.2 16(;4.8 101%.6 125.2 9;1_16
GRIZ 9:;.7 115.2 2526.6 317i2 612:.)’8 %
I3 762.6 % 26;’).7 5{1.7 29;9 1616?0
AUTL 292.8 22.9 222.9 127.8 658 %
AUTS 45;_.0 922.3 472.1 595.5 81).8 718.3
AUTS 312.9 % 21;3 3:;.3 2(;).3 225

“Tiempo de CPU.
bNiimero de puntos retenidos en el tltimo RMP.

-240.0 — SIF 2
“m _280.0 | = S P et
= .
o Algoritmo
—_— 7 —A—FW —Aa— SD
+ v -5-E —@- B
5-320.0 | —STWE e mpe
i W
l/./ z
-360.0 | : |
0 10 20

# iteraciones Tiempo CPU

Figura 3.17: Evolucién de f(x") y de la cota inferior LB frente al nimero de iteraciones
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Tabla 3.11: Resultados experimentales para los problemas TAP-M

—~ —~ 10,1
Precision Red FW E NE FW;”" E %" FW! Ejgy NE, FWR" B

NgD2 3.62% 1.37 0.33 0.60 0.28 0.33 0.22 0.11 0.22 0.11

445 167 29 29 15 21 16 9 9 6

—¢ - - — - 16 14 8 8 6

445% 167 145 145 75 21 16 45 45 30

0.1% SiF2 >72.5 49.8 310.3 313.1 11.3 > 1616.9 56.2 34.9 134 11.7
>2000 124 141 136 5 >100 72 93 70 8

- - - - - >78 31 82 65 3

>2000 124 141 136 75 >100 72 1395 1050 120

Hul2 89.2 16.6 20.9 225 8.6 44.1 16.8 10.2 10.1 6.2

231 47 23 20 7 32 19 10 10 5
- - - - 28 17 9 9 2
231 47 115 100 35 32 17 50 35 25

NgD2 144.56 39.32 15.22 24.44  6.59 0.60 1.04 0.55 0.77 0.72

14531 4009 1073 1119 294 30 36 22 22 21

— — - - - 23 27 21 21 20

14531 4009 5365 5595 1470 30 36 110 110 105
0.01% SiF2 ? 3949 7 >2346.5 485 ? 222.3 1682.7 942.6 18.9

848 >1000 21 72 93 70 8

? - ? - - ? 31 82 65 3

848 >1000 315 72 1395 1050 120
Hul2 ? 639.1 990.3 1291.2 185.5 > 30000 423.4 67.8 67.3 25.9

1472 1067 1053 143 > 1000 83 36 36 17

? - - - - ? 54 31 31 12

1472 5215 5085 715 > 1000 83 180 180 85

“CPU.

bNumero de iteraciones principales.

¢Ntmero de puntos retenidos en el dltimo RMP.

dNtimero total de iteraciones realizadas por el algoritmo A..






Capitulo 4

Calibracién de parametros y
estimacion de matrices origen
destino en modelos combinados

Resumen

En las dltimas dos décadas se han realizado importantes avances en la formulacién y andlisis de
modelos combinados. Para poder usar muchos de estos modelos se requiere conocer una matriz de
demanda origen-destino (O-D) y un vector de pardmetros. Tradicionalmente, la obtencién de esta
informacién ha conducido a dos problemas independientes. El primero es el problema de calibracién
de los pardametros del modelo y el segundo el problema de estimacién de matrices O-D.

En este capitulo se ha analizado el problema de la calibracién los pardmetros del modelo combinado
TAP-M. Esta estimacion se formula en un contexto binivel y se analiza el problema de sobrespecifi-
cacion de los pardmetros. Se ha realizado una experiencia numérica para analizar diversas posibilidades
para la métrica de la funcién objetivo del nivel superior.

El modelo de calibracion desarrollado ha sido generalizado para poder estimar simultaneamente las
matrices O-D y calibrar los pardmetros. Este modelo, abreviadamente denominado CDAM, emplea,
como datos de entrada, un subconjunto de aforos de la red multimodal, una matriz O-D desactualizada
y/o los resultados de una encuesta de movilidad. Se ha demostrado que el CDAM tiene solucién incluso
cuando las observaciones (en los arcos o en las matrices O-D) son inconsistentes o incompletas.

Se ha desarrollado un marco para la elaboracién de algoritmos heuristicos de resolucién del CDAM
basado en la generacién de una secuencia de problemas de optimizacion binivel, mucho maés féciles de
resolver que el original. Se ha demostrado que el limite de esta sucesién, en caso de tener convergencia
finita, es un 6ptimo local del problema CDAM.

Palabras clave:

Estimacion de matrices O-D, calibracién de parametros, modelos combinados en redes de equilibrio,
programacion matematica binivel, algoritmos heuristicos.
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4.1 Introduccién

La promocion de los viajes combinados requiere de herramientas que auxilien la toma de decisiones.
Los modelos de equilibrio con modos combinados son herramientas adecuadas en una toma de deci-
siones cuyo horizonte temporal sea el de la planificacién tactica. Estos modelos no han recibido mucha
atencidn en la literatura, en parte por la dificultad de modelar simultdneamente la elecciéon del modo
de transporte, ruta y nodos de transferencia modal. En el capitulo 1 se ha desarrollado un modelo
que auna estas decisiones, el denominado TAP-M. En este capitulo desarrollaremos una metodologia
para estimar la matriz de viajes O-D y el vector de pardmetros del TAP-M. Hemos considerado que
la funcién de costes en los arcos tenga una matriz Jacobiana simétrica.

Una de las principales tareas en las aplicaciones, es desarrollar una metodologia para obtener los
datos necesarios para la utilizacién del modelo. Estos son un conjunto de pardmetros y una matriz de
demanda de viajes O-D para el total de las alternativas consideradas por el TAP-M. Asumimos que
la red de transporte y sus funciones de costes son conocidas. Tradicionalmente la obtencién de esta
informacién ha conducido a dos problemas independientes. El primero es el problema de la calibracion
del modelo y el segundo es el problema de estimacién de la matriz de demanda O-D (DAM).

Ortuzar y Willumsem [189] consideraron dos metodologias béasicas para el problema de calibracién
de los modelos de transporte: no estructurada y estructurada.

¢ La metodologia no estructurada se basa en los métodos de estimacion de la estadistica clasica,
tales como: la estimacion de méxima verosimilitud, la maximizacién de la entropfa, la estimacion
minimo cuadratica, etc. Estos modelos requieren de informaciéon adicional obtenida mediante la
realizacién de encuestas y ajustan el valor de los pardmetros con las observaciones muestrales,
ayudados de ciertas métricas.

¢ La metodologia estructurada restringe la region factible de los pardmetros imponiendo que exista
una estructura especial, asumiendo usualmente que existe un modelo de transporte definido por
este conjunto de parametros. La formulacién del problema de calibraciéon mediante este enfoque
se basa en la programacién matemaética binivel. En el nivel superior se plantea un problema
clésico de estimacién (como en la metodologia anterior) y en el nivel inferior, definido por un
modelo de transporte, se obtiene la informacién necesaria (predicciones del modelo de transporte)
para realizar la estimacién en el nivel superior. La estructura binivel para el problema de
calibracién estd presente en los modelos de Boyce [30], Zhang [249], Abrahamsson y Lundqvist
[5] y Ottomanelli [190] (entre otros).

En este trabajo se ha asumido un enfoque estructurado para el problema de calibracién del TAP-
M. Un problema presente en ambas metodologias es el llamado problema de sobrespecificacion de los
parametros, que se basa en la existencia de més parametros del modelo de los necesarios y esto produce
infinitas soluciones al problema de calibracién. Hemos caracterizado este problema en la calibracién del
TAP-M, esto es debido al uso de un modelo logit anidado como modelo de demanda y a la estructura de
los costes combinados. La sobrespecificacién debe ser evitada debido a que la velocidad de convergencia
depende criticamente de este fenémeno, incluso para los métodos mas robustos. La sobrespecificacién
produce que la matriz Hessiana de las métricas sea singular. Bierlaire y otros [26] han analizado el
problema de sobrespecificaciéon en la estimacién maximo verosimil de modelos logit anidados. Estos
autores analizaron la relacién entre dos estrategias arbitrarias para evitar la sobrespecificaciéon y
mostraron que una debia ser una transformacién lineal de la otra. Algunos métodos de optimizacion,
como el método de Newton o los métodos de quasi-Newton de la familia de Broyden con buisquedas
lineales, son invariantes frente a transformaciones lineales. Si empledsemos cualquiera de estos métodos
en la resolucién del problema (no estructurado) de calibracién, serfa irrelevante el modo en que se haya
eliminado el efecto de la sobrespecificacién. Daganzo y Kusnic [62] sugirieron igualar un pardmetro a
cero para cada conjunto involucrado en cada fuente de sobrespecificacién y entonces estimar el resto
de los parametros. Se han caracterizado tres fuentes de sobrespecificacion para el TAP-M y una simple
generalizacién de este principio se puede aplicar para eliminar la sobrespecificacién.

El otro dato necesario para emplear el TAP-M es una matriz de demanda O-D para las alternativas
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presentes. La matriz O-D es la suma de una matriz O-D para el modo coche, park’n ride y metro
(que son las tres alternativas que se han considerado en este trabajo). Los métodos convencionales
para la obtencién de esta informacion se basan en la realizacién de encuestas de movilidad, las cuales
son econdémicamente costosas, o mediante la obtencién del potencial de atraccién o generacién de
viajes de las zonas del estudio (fase de generacidn), a partir de bases de datos socioeconémicos
y posteriormente mediante otros modelos matematicos (por ejemplo mediante la maximizacién de
la entropia) se determina la matriz O-D (fase de distribucion). En la actualidad, varios modelos
de programacion matematica binivel han sido empleados para la estimacién de estas matrices O-D
en redes congestionadas, para un mayor detalle consiltese las revisiones bibliograficas de Chen y
Florian [48] y Barceld [11]. Estos esquemas integran en un unico proceso el modelo convencional de
estimacién y el modelo de asignacién en equilibrio. Los datos empleados por estos modelos son aforos
de tréfico (obtenidos mediante lineas cordén) y una matriz O-D desactualizada u obtenida por otro
procedimiento

En este capitulo, se han unificado dos modelos de programaciéon matematica binivel, uno de ellos
utilizado en la calibracién y el otro en la estimacién de matrices de demanda O-D, para abordar
ambos problema simultaneamente. Este modelo se denomina CDAM. Si la matriz O-D fuese cono-
cida, el CDAM define un nuevo modelo para la calibracion de modelos combinados. La ventaja del
CDAM es que emplea mayor informacién que los esquemas cldsicos como son los aforos en la red
multimodal. Si el vector de parametros fuese conocido el modelo es transformado al problema de
estimacion/actualizacién de matrices O-D como el presentado en Lundgren [153], Chen y Florian [48],
etc. aplicado al TAP-M. La discusién realizada se circunscribe al modelo TAP-M pero facilmente es
exportable a otros modelos combinados.

El CDAM, decide en el nivel superior el valor de los parametros y la matriz O-D; y en el nivel
inferior se generan los flujos, costes y la correspondiente particion modal para la situacién de equilibrio
del TAP-M, en funcién de las variables del nivel superior. El nivel superior compara estas predicciones
realizadas por el TAP-M con los aforos observados, la particion modal y la matriz O-D de referencia.

Los problemas de programacién matematica binivel son en general dificiles de resolver debido a
su no convexidad y no diferenciabilidad. Ademds, una evaluacién de la funcién objetivo del nivel
superior requiere de la resolucién de un problema de optimizaciéon de gran escala en el nivel inferior.
Debido a que no existen algoritmos de resoluciéon para problemas binivel de grandes dimensiones se
ha recurrido a diversos heuristicos. El mas extendido consiste en iterar entre el nivel superior y el
nivel inferior, considerando en cada nivel las variables del otro nivel fijas. Este tipo de algoritmos ha
sido aplicado al problema de disefio de redes o para el problema de control de trafico (Gartner [110]).
Estos métodos no siempre conducen a la solucién 6ptima del problema como ilustré Tan y otros [225]
y demostrd tedricamente Marcotte [157]. Este tipo de algoritmo ha sido propuesto en este trabajo
para resolver el modelo binivel de calibracién planteado.

En la literatura, varios algoritmos han sido desarrollados para el problema de estimacion de ma-
trices O-D (DAM) para redes de trafico congestionadas. Spiess [219] formula un modelo basado en
mediciones de volimenes de trafico y desarrolla un algoritmo heuristico para su resolucién. Este algo-
ritmo se basa en la suposicién de que la proporciéon de usuarios en cada arco y para cada demanda es
(localmente) constante. Esta proporcion es generada implicitamente durante la resolucién del modelo
de equilibrio a través de los caminos generados y de las buisquedas lineales obtenidas. Este algorit-
mo ha sido aplicado a problemas de grandes dimensiones. Los pardmetros del TAP-M producen una
adaptacién no trivial de este algoritmo. Yang y otros [245] introducen una matriz desactualizada en la
formulacién del problema de estimacién/actualizacién de matrices O-D y proponen dos modelos, uno
basado en la métrica de minimos cuadrados generalizados empleada por Cascetta y Nguyen en [40]
(GLS) y el otro modelo basado en la maximizacién de la entropia. Yang y otros desarrollan un algorit-
mo heuristico de tipo optimizacién-asignacién. Florian y Chen [81] proponen un algoritmo heuristico
que no emplea explicitamente la informacién de los caminos 6ptimos, evitando los requerimientos de
enumerar caminos y proporciones. Se han reportado experimentos numéricos con redes de grandes di-
mensiones en Florian y Chen [81] y Chen [47]. Yang [241] presenta dos algoritmos heuristicos similares
al algoritmo de optimizacion-asignacién, en el sentido de que se resuelve iterativamente un problema
de asignaciéon y luego uno de optimizacién para determinar un nuevo valor para la matriz O-D, pero
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existe una diferencia significativa. Si consideramos este problema como un caso particular del juego
de Stackelberg (y su estructura lider-seguidores ), estos algoritmos tienen en cuenta en el problema de
estimacién de la demanda una aproximacién de la reaccién de los seguidores a las decisiones del lider.

Codina y Barcelé [53] desarrollan una adaptacién del algoritmo de Wolfe para programacién
matematica no diferenciable al problema DAM. Este método ha reportado mejores propiedades de
convergencia que los algoritmos de Spiess y del método del descenso mas rapido.

En este capitulo, se ha propuesto un marco para la elaboracién de algoritmos para el CDAM y
se muestra que los dos algoritmos de Yang [241] pertenecen a esta clase. Se ha dado una condicién
suficiente para garantizar que el limite de la sucesién generada por el algoritmo es un 6ptimo local
para el CDAM.

4.1.1 Los datos del TAP-M

En este apartado introducimos la notacién que usaremos en este capitulo para denotar los datos
empleados por el TAP-M y centramos el problema objeto de estudio.

Consideramos que los usuarios eligen tres alternativas de transporte: (a) en vehiculo privado
(coche), (b) en transporte publico (metro-cercanias) o (c¢) en modo combinado (park’n ride). Recordar
que la particién modal se producia mediante funciones logit que nos daban las distintas proporciones
de la manera siguiente

k kx
exp— (& + 51U
Gh(U) = oAU e fabe) (4.1)
Zk/e{a,b,c} €xXp — (a + 61U5 )
donde US* es igual “log-suma” del coste de viaje en modo combinado a través de todos los nodos de
transferencia T, y éste se calcula por

US = —(1/B2) In (Z exp —fa{ag/ B + Uﬁt}}) , wew (4.2)

teTy,

El modelo, explicitamente, tiene en cuenta la eleccién del nodo de transferencia mediante otra
funcién logit adicional que produce la desagregacion de los viajes combinados, a través de los inter-
cambiadores, de acuerdo con la expresién

_ c+ Uc*
G (Ug) = ——2 (o +52U53) (4.3)

Sver, exp— (af + HUS)

donde Ug}, representa la percepcion del coste generalizado de la demanda w mediante viaje combinado
a través del nodo de transferencia t. El modelo de demanda es un modelo logit anidado donde los
costes generalizados para el park’n ride se calculan como “log-suma” del coste combinado para todos
los nodos de intercambio.

En esencia el modelo TAP-M, empleado en este capitulo, coincide con el desarrollado por Ferndndez
y otros [73], pero se ha afiadido la alternativa pura modo transporte piblico donde los usuarios van
a pie a una parada de transporte publico y emplean una o varias lineas hasta la parada de destino,
luego completan el viaje andando. El interés por incluir esta alternativa, no es sélo por la importancia
para modelar la realidad, sino porque es necesario para poder utilizar las observaciones de flujo en los
arcos de la red de transporte piblico, ya que no es posible observar (sin realizar encuestas) sélo a los
usuarios en la red de transporte publico que realizan viajes combinados.

El modelo incluye los parametros 6, y 6, para homogeneizar los costes en cada red de transporte.
Los costes percibidos en la red de trafico privado y en la red de transporte publico son:

UL = 0,0 y UL = 0,CY
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donde C** y CP* son los costes de equilibrio mediante coche y transporte piiblico respectivamente.
Para los usuarios de viajes combinados este coste es

Uy = 0,027 + 0,075

w,t

donde CgY es el coste del viaje de i a t para el par w = (4,7). Bajo la hipétesis

ak>0y0<61<ﬂ2 (4.4)

se demuestra, en el apéndice III del capitulo 1, que la situacién de equilibrio puede ser representada
como la solucién del siguiente problema de optimizacién

minimizar Z(f,g) = S(f,0) + R(g, ©)

. )= ’ [TAP-M]
sujeto a  (f,g) € Q(g),

donde

fi fi
S(f,@):eaZ/ cl(x)deerZ/o c(z)dx

1ea”’0 leB

es el coste asociado con el flujo en los arcos y

R(g,©)= (1/8) Y. > ghlngt—-1+a"—(1/8) ) g5(ings—1)

ke{a,b,c} weW wew

+(1/B2) D D g5(lngl, —1+af)

weW teT,

es el coste asociado con el modelo de particion de la demanda. Q(g), que fue definido en la péagina
64, es la region factible (espacio de flujo en los arcos y desagregacién de la demanda) parametrizada
respecto a la matriz de demanda O-D g. Denotamos O el vector de los pardmetros de las funciones logit
y los pardmetros de ponderacion de costes 8, y 0 en la funcién objetivo. El problema de calibracién
estima este vector © y el problema de estimacién de la matriz de demanda de viajes O-D el vector g.

4.2 Sobre la calibracion del TAP-M

4.2.1 El problema de calibracion

En el esquema propuesto en este apartado para realizar la calibracién del TAP-M, se asume que se
ha realizado una encuesta de movilidad y se han observado aleatoriamente un total de n viajes, de
los cuales n*¥ son para el par w en el modo k € {a,b} y ng, ¢ son para el par w en el modo combinado
¢, via nodo de transferencia ¢. Suponemos que las tasas de ocupacién v, y la demanda total g, son
conocidas para todos los pares w.

El modelo se formula como un modelo de programaciéon matematica binivel. En el nivel superior,
donde los costes de equilibrio son conocidos, se establece un problema cldsico (no estructurado) de
estimacién. En el nivel inferior, el TAP-M genera los costes de equilibrio para el vector de pardmetros
decidido en el nivel superior. El modelo puede ser expresado por

Nivel superior— Problema de estimacién: los costes de equilibrio C,, son conocidos, genera ©
Nivel inferior— Modelo TAP-M: © es conocido, genera C%(0), C%(0©), CL(©), ij(@)

Los métodos cldsicos de estimacion, como son el de méxima verosimilitud (ML), el de minimos cuadra-
do (NLLS), el de minimos cuadrados ponderados (WNLLS) y maximizacién de la entropia (ME)
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conducen a las siguientes funciones objetivo del nivel superior

(ML) :
mocin 2= (S bmeke S me,
w ke{a,b,c} teT,
(NLLS):
min §; =37 D0 (n-nuGh)+ Y (ng, - niGl)’
w  \k€{a,b} teT.,
(WNLLS):
kE_ k2 ¢ _pe o e 2
min S2 - Z Z (n“-’ T::UGw) + Z (nw,t rn;w,t w)
w ke{a,b} e teT, neg
(ME):
k Wees
max S5 =—» | > n.Giln nwfw —nuGE+ ) w6 Z,tln—n Ll n,GLGE,
w ke{a,b} N teT,, Nt

donde n, = n? +n + > ter, Mo ps ¥ los valores Gk y G, dependen de ©, Cf, cb, Cay C’fj.

4.2.2 Sobre la sobrespecificacion de los parametros

Cualquier métrica razonable empleada en el nivel superior, tal como las ilustradas anteriormente,
estd basada en el conocimiento los valores G¥ y G¢, ;- En este apartado, mostramos que no existe
solucion unica al problema de calibracion para dicho caso. Esto es debido a la sobrespecificacién de
los parametros del modelo.

Bierlaire y otros [26] han analizado la sobrespecificacién de los pardmetros del modelo logit anidado
en la estimacién de maxima verosimilitud, probaron que la funcién de verosimilitud asociada con el
modelo logit anidado es constante en un subespacio de dimensién |S| + 1 donde S es el conjunto de
las alternativas que poseen subalternativas. En el modelo TAP-M sdlo la alternativa park’n ride posee
subalternativas (eleccién del nodo de transferencia) y por tantos este subespacio tiene dimensién 2.

Las proposiciones 4.2.1 y 4.2.2 caracterizan este subespacio. En la primera proposiciéon se muestra
que la suma de una misma cantidad a las utilidades de todas las alternativas de modo de transporte, no
afecta al valor de la métrica, suponiendo que estd basada en las cantidades G¥ y G¢, ;> y en particular
no afecta a la verosimilitud de la muestra. La proposicion 4.2.2 caracteriza la segunda fuente de
sobrespecificacién que se debe a la funcién de utilidad de los viajes combinados definida en (4.2). Se
muestra que si una cantidad se suma a todas las funciones de las utilidades de las subalternativas y
es restada de la utilidad de la alternativa en modo combinado, entonces la utilidad de la alternativa
de viaje combinado no varia y por tanto la métrica es constante en este espacio de transformaciones.

b

PROPOSICION 4.2.1 Sean o®, a’, a¢ valores reales. Si reemplazamos estos valores por: o'* = a® +
/

v, &’ =ab 4+ y o/°=ac+~ entonces las funciones (4.1) y (4.3) mantienen su valor.

DEMOSTRACION. Denotado por © el vector de pardmetros y por © el mismo vector que © con la

.z . a b c
excepcién de que las coordenadas a®, af, o han sido reemplazadas por o/, o'”, /€.

exp(—y) exp — (a* + B1UF")
Gk @/ — © = Gk ©
«(9) exXp(—7) Lpeap,e} P — (@ + B1UL*) «(©)

Es obvio que G¢, ,(0') = G, ,(0). O

w,t
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PROPOSICION 4.2.2 Sean of y « valores reales. Si reemplazamos estos valores por: o'y = oS+~ y

o' =af — 'y% entonces las funciones logit (4.1) y (4.3) no varian sus valores.

DEMOSTRACION. Emplearemos una notacién similar © y ©' como en la proposicién 4.2.1. Para
probar que G¥(0) = G%(©), empleamos (4.2) para calcular

. -1 . )
U = 5 In |exp(—7) Z exp —(af + BQU/Z,t) =24 Ue
2 teT, Ba

entonces

O/C +51U/i,* = Oéc — ’Yﬂ—ﬁl +ﬁ1 <l + ch)*) = ac —‘rﬁle*
2 2

La tercera fuente de sobrespecificaciéon aparece en la estructura de los costes generalizados del
modelo que se basan en los coeficiente 6, y 6p.

PROPOSICION 4.2.3 Sean 0,, 0y, B1, B2 y dado un v # 0, si reemplazamos estos valores por 0!, =
V8q, 0, =0y, [ = %,6’1, By = %,32 entonces las funciones logit (4.1) y (4.3) no varian sus valores.

DEMOSTRACION. Emplearemos la notacién © y ©’ como en las proposiciones anteriores 4.2.1. Tene-
mos

* 1
o’ + 51[]/5) =af + ;ﬁl’yakcfj* =a* + UM ke {a,b}

(3 *1 c Cx 71 c 1 a* * (23
U =—In| > exp—(af + BU'L,) | =v—=—In| D exp—(af + =Bo{10.CL% +10,CP5 } | =AU,
62 B2 teT, 0

teTy,

entonces,
% 1
af + BUST = af + = pyUS* = o + BUS
Y

Esto muestra que G (©') = G%(©). Ahora probaremos que G, ,(0') = G¢, ,(©).

of + BT, = of + % (1020 +10,CL) = of + U,

La razdn para eliminar la sobrespecificacién estda motivada en el comportamiento computacional de
los algoritmos de resolucién. Cuando se elimina la sobrespecificacién, la bondad del ajuste no varia,
pero la rapidez de convergencia de los métodos se incrementa. De hecho este efecto fue detectado
numéricamente cuando se comprobod que el algoritmo de Hooke-Jeves no convergia en la calibracién
del modelo y posteriormente se realizé el andlisis tedrico descrito en las proposiciones 4.2.1-4.2.3. El
conjunto de soluciones 6ptimas al problema de calibracion es no acotado y el procedimiento convergia
a soluciones no acotadas, que producian errores numéricos cuando se intentaba calcular la exponencial
de valores demasiado grandes.

El método de Daganzo y Kusnic [62] o la adaptacién del método de Bierlaire y otros [26] pueden
ser empleados para evitar la sobrespecificaciéon. Asumiremos la eliminacién de la sobrespecificacién y
lo expresaremos diciendo que el vector de pardmetros pertenece a un conjunto C

®cCCR". (4.5)
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Asumiremos que este conjunto C' puede contener alguna nueva restriccién que refleje alguna informa-
cién adicional sobre el vector de parametros, por ejemplo, la no negatividad, etc.

Las consideraciones que hemos realizado sobre el problema de sobrespecificacién seran tenidas en
cuenta en la préxima seccion, donde nos plantearemos calibrar el modelo bajo la hipdtesis de que la
matriz O-D también es desconocida. Es decir, supondremos que el vector de pardametros debe verificar
la restriccién (4.5).

4.2.3 Un algoritmo heuristico para el problema de calibracién

En este apartado proponemos un método heuristico para la resoluciéon del problema de calibracién
basado en los algoritmos iterativos de optimizacidén-asignacién. Primeramente el algoritmo resuelve
un problema TAP-M para un valor dado del vector de parametros que proporciona los costes de
transporte en equilibrio. En la fase siguiente y considerando estos valores, se plantea un problema
clasico de estimacion de los pardmetros. Este proceso iterativo se continta hasta que se alcance el
criterio de convergencia. El esquema de este algoritmo se muestra en la tabla 4.1.

Tabla 4.1: Algoritmo heuristico para la calibracién del TAP-M

0. (Inicializacién). Determinar un valor inicial para el vector de pardmetros ©°. Tomar ¢ = 0.

1. (Problema del nivel inferior). Resolver el problema de equilibrio con modos combinados para el
vector OF,

2. (Problema del nivel superior). Determinar ©T! por medio de un problema estadistico de esti-
macion y usando los costes en equilibrio obtenidos en la etapa anterior.

3. (Criterio de convergencia). Si se alcanza el criterio de convergencia entonces parar. En caso
contrario tomar ¢t =t + 1 e ir al paso 1.

Este procedimiento requiere de un vector inicial de parametros. La eficiencia de este método puede
estar fuertemente influenciada por la proximidad a la solucién 6ptima del vector inicial. Quizés una
buena eleccién serfa tomar los parametros a*, af proporcionales a la particién modal de la demanda
observada. El resto de valores se pueden elegir iguales a 1.

El método de Abrahamsson y Lundqvist [5] requiere sobre diez iteraciones principales para obtener
tres cifras significativas en la estimacion de los pardmetros de un modelo combinado aplicado a la regién
de Estocolmo. El algoritmo empleado es similar al aqui descrito, lo que indica que seria recomendable
la utilizacién de la clase de algoritmos CG/SD en la paso 1 (ver capitulos 2 y 3) en la resolucién de
los modelos de equilibrio, aunque el procedimiento también seria viable para los clasicos algoritmos
de Evans o de la descomposicion simplicial restringida.

En el paso 2, se requiere analizar dos cuestiones fundamentales: la eleccién del método de resolucién
y la métrica para la funcién objetivo del nivel superior.

Un primer método computacional, para resolver el problema de optimizacién, se obtiene de la
resolucién de las condiciones de optimalidad del problema, que se formula mediante un sistema de
ecuaciones no lineales que se obtiene igualando a cero las derivadas parciales respecto a los pardmetros
de la funcién métrica y puede ser resuelto, por ejemplo, con el paquete GAMS (ver Castillo y otros
j41]).

Una técnica especifica para la estimacién de los pardmetros de un modelo logit anidado (NL) es
la denominada estimacidn paso a paso de Daly y Zachary [63] y Sobel [217]). La técnica consiste
en estimar los parametros para un modelo logit en cada nivel y emplear estos parametros en el nivel
superior. En nuestro caso obtendriamos en el nivel de eleccion del nodo de transferencia los pardmetros
af y (2. Con estas estimaciones determinarfamos la utilidad compuesta del modo ¢ (“log-suma” de
las utilidades) que serfa aplicado en el nivel de eleccién de modo. Existen procedimientos complicados
para corregir las estimaciones con vista a reducir los errores estdndares de las estimaciones, pero lo
mas comun, en la practica, es considerar que éstos son pequenos como lo hacen Ben-Akiva y Lerman
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[14]. La estimacién en cada nivel se puede obtener mediante el procedimiento de maxima verosimilitud
(ver McFadden [169]) o cualquier otro procedimiento de estimacion.

El tercer método consiste en resolver directamente el problema de optimizacién y es el que hemos
seguido. Hemos empleado el método de Hooke-Jeeves (o método de Powell) debido a que este proce-
dimiento usa solamente evaluaciones funcionales durante el proceso de optimizacion y evita por tanto
la utilizacién del gradiente cuya expresion analitica es tediosa.

El cambio relativo entre dos iteraciones sucesivas ©'*t! y ©f se puede emplear como criterio de
parada en el paso 4.

4.2.4 Algunos resultados computacionales para la fase de estimacién

En este apartado se realiza una pequena experiencia computacional que intenta contestar la siguiente
cuestién: ;jQué métrica es recomendable elegir en la fase de estimacién (paso 2 del algoritmo descrito
en la tabla 4.1)7.

En el experimento se calculan los costes de equilibrio en una red multimodal, mediante la resolucién
del TAP-M para un valor conocido del vector de pardmetros. Empleando estos costes y la particién
modal que genera (que hace el papel de la encuesta de movilidad en las aplicaciones reales), se intenta
recuperar los pardmetros verdaderos (que son conocidos) mediante un problema de estimacién. Se
han empleado las métricas ML, NLLS, WNLLS y ME. Hemos considerado la red GaM (ver capitulo
1 seccién 1.5). Esta red tiene 44 arcos, 13 nodos, 3 centroides y 4 pares de demanda. Las alternativas
consideradas son: coche privado, park’n ride y metro. Se han distinguido en los viajes combinados el
tiempo empleado en la primera parte del viaje, realizada en coche del centroide al intercambiador, y
la segunda parte, realizada en metro del intercambiador al destino.

La alternativa metro tiene un primer coste asociado con el tiempo empleado andando, desde el
origen a la parada del metro y un segundo coste empleado en la red de metro-pedestre para completar
el viaje. En la experiencia computacional hemos afiadido un nuevo pardmetro, 7, para homogeneizar
el tiempo empleado andando con el tiempo empleado en los vehiculos del metro. El coste generalizado
para la alternativa metro es calculado por US* = 0;CP + 60,CP, donde C? es el tiempo andando y C?,
es el tiempo en vehiculos de metro para el par w.

La base de datos empleada estd mostrada en la tabla 4.2. La columna cuarta es el niimero de
usuarios en cada alternativa. Las cantidades obtenidas del modelo TAP-M han sido redondeadas para
tomar valores enteros tal y como ocurre en los datos derivados de la realizacién de una encuesta. La
columna quinta es el tiempo empleado en la primera parte del viaje, es decir, el tiempo empleado en
coche para la alternativa park’n ride y el tiempo andando hasta la parada para la alternativa metro.
La columna sexta muestra el tiempo empleado para ir de la parada de metro hasta el destino. La
herramienta computacional empleada ha sido Numerical Recipes Software de Press y otros [203]. Esta
libreria de subrutinas contiene el algoritmo de Hooke-Jeeves. El método para realizar las bisquedas
lineales se basa en ajustes cuadraticos. Este algoritmo requiere un punto inicial para comenzar a gene-
rar la sucesion de iteraciones. En el experimento hemos considerado cinco puntos iniciales: Py, ..., Ps
que son mostrados en la tabla 4.3.

La primera experiencia computacional realizada con las cuatro métricas tuvo errores computa-
cionales. Si la sobrespecificacién de los pardmetros no es eliminada, la cara 6ptima no es acotada y el
método va encontrando grandes valores del vector de parametros que nos llevan a calcular la exponen-
cial de valores demasiado grandes, produciendo los mencionados errores computacionales. Eliminamos
la sobrespecificaciéon mediante el método de Daganzo y Kusnic que fija un valor de los pardmetros
involucrados en cada una de las tres fuentes de sobrespecificacion caracterizada anteriormente. Hemos
fijado estos valores al valor verdadero del parametro. El vector verdadero de los pardametros se denota
por P* y se muestra en la tabla 4.3.

Los resultados obtenidos se muestran en la tabla 4.4. La primera conclusion es que los verdaderos
valores de los pardmetros no han sido recuperados (observar el parametro 6; y a®). Esto es debido
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Tabla 4.2: Base de datos para la fase de estimacién

Modo Par Demanda Intercambiador Usuarios observados Coste viaje Coste viaje
(1* Parte)  (2* Parte)
1 - 3023 98.21 -
Coche privado 2 - 3070 118.96 -
cer 3 - 3230 119.77 -
4 — 2240 70.95 -
1 12 260 7.88 88.70
1 13 25 130.39 69.60
2 12 175 7.88 118.65
Park’n ride 2 13 63 130.39 46.80
o, Ol 3 12 75 127.65 47.30
3 13 457 11.43 119.90
4 12 8 127.65 88.70
4 13 274 11.43 69.60
1 - 1195 24.80 97.70
Metro 2 - 193 24.80 136.85
ct, o 3 - 241 24.80 136.10
4 - 480 24.80 76.60
Tabla 4.3: Valores iniciales y éptimo de los pardmetros
Punto 0, Oy 0; 51 B2 a’ a® af afs afs
Fijado Fijado Fijado
P 1.0 1.0 1.0 0.10 0.030 1.0 05 0.5 1.0 0.5
P 1.0 1.1 1.0 0.09 0.021 1.0 1.0 -0.6 1.0 0.4
P 1.0 -1.0 2.0 0.09 0.021 1.0 1.0 1.6 1.0 04
Ps 1.0 -2.0 2.0 0.09 0.021 1.0 1.0 1.6 1.0 0.4
Py 1.0 -2.0 2.0 0.09 0.021 1.0 1.0 -1.6 1.0 0.4
Ps 1.0 20 2.0 0.09 0.021 1.0 -1.0 -1.6 1.0 0.4

a que existen infinitas soluciones 6ptimas del problema de calibraciéon y se ha obtenido una de ellas,
distinta al verdadero valor de los parametros.

Una vez més aparece un problema de sobrespecificacién debido a que los tiempos empleados para
llegar andando al intercambiador son iguales para todos los pares de demanda. Mas formalmente, dado
un valor del vector de pardmetros © es suficiente probar que las utilidades respecto al nuevo vector
©’ no varfan. Sea © un vector de pardmetros dado y como en el ejemplo C? = 24.8 Vw € {1,2,3,4},
podemos definir

0; 07 +y )
o = ot - BivCh

(4.6)

donde v # 0. El resto de las componentes del vector ©' coinciden con ©. Notar que el valor de o/ b
es independiente de w € W. Calcularemos la utilidad de la alternativa b con respecto al valor del
pardmetro ©’.

o+ BUL =ab - BinyCt 4+ By ((95 +y)C + 9bcg) =a’+BUL

El resto de utilidades no depende de los pardmetros a® y 6° obteniendo el resultado deseado.

Empleando (4.6) podemos calcular otras estimaciones con el mismo valor de la funcién objetivo en
el problema de estimacion, basta con dar valores al pardmetro . Por ejemplo, para la maximizacién de
la funcién de verosimilitud las estimaciones medias (para los cinco puntos iniciales) de los pardmetros
0;y a’ son 0.1298 y 1.5738 respectivamente. Para el valor de v = 0.1298 la relacién (4.6) da los valores
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01’; =1lyd b = 0.4979 que constituyen buenas aproximaciones al verdadero valor de los pardmetros.
Este es un ejemplo de cémo el método de estimacion reproduce los pardmetros originales.

La sobrespecificacién produce problemas mal condicionados y este ejemplo puede ser un buen
test de prueba para evaluar la complejidad computacional de las distintas métricas. Los resultados
muestran que para el punto P, tinicamente el método de estimacién maximo verosimil (ML) converge.
Ademis, este método requiere, en general, menor nimero de evaluaciones de la funcién objetivo. Por
otro lado la estimacion ML es preferible basdndose en propiedades tedricas.

Tabla 4.4: Fase de estimacién de los parametros del TAP-M. Resultados
Método Iter. N°¢ z* 0y 0; B1 B2 a ab as

P 1.000 1.000 0.100 0.030 0.500 0.500 0.500

Py 18 3493 10304.52 1.010 0.133 0.096 0.029 0.426 1.564 0.506
P 18 3114 10304.52 1.010 0.117 0.096 0.029 0.417 1.608 0.506
ML Py 21 3781 10304.52 1.010 0.128 0.096 0.029 0.412 1.580 0.506
P, 31 5574 10304.54 1.010 0.103 0.096 0.029 0.417 1.645 0.503
Ps 29 5457 10304.56 1.012 0.168 0.095 0.029 0.412 1.472 0.504

Py 45 8026 149.71 1.001 -0.017 0.099 0.030 0.519 2.007 0.492
P No converge

NLLS Ps 19 3258 251.84 1.006 0.140 0.099 0.030 0.508 1.572 0.489
Py 41 6893 150.70 1.001 -0.006 0.099 0.030 0.523 1.976 0.492
Ps 60 10208 149.70 1.001 -0.014 0.099 0.030 0.521 2.000 0.492
P 35 6128 4.97 1.007 0.069 0.097 0.030 0.457 1.749 0.502
P> No converge

WNLLS Ps 17 3108 5.026 1.008 0.144 0.097 0.030 0.457 1.742 0.501
P, 45 8007 4.98 1.007 0.071 0.097 0.030 0.457 1.742 0.501
Ps 37 6485 4.98 1.007 0.069 0.097 0.030 0.458 1.746 0.501
Py 24 4209 3.02 1.008 0.098 0.097 0.029 0.442 1.663 0.504
P No converge

ME Ps 16 2913 3.019 1.009 0.116 0.097 0.029 0.445 1.686 0.504
Py 39 7004 3.02 1.008 0.090 0.097 0.029 0.445 1.686 0.503
Ps 34 5918 3.02 1.008 0.091 0.097 0.029 0.449 1.685 0.503

Numero de evaluaciones de la funcién objetivo.

4.3 Un modelo binivel para la estimacién de matrices O-D y
calibracién de los parametros

El problema de ajuste de matrices de demanda de viajes O-D en redes congestionadas, ha sido formu-
lado mediante la programacién matematica binivel como se indicén en la introduccién de este capitulo.
El nivel superior minimiza la suma de la discrepancia entre los flujos observados y los obtenidos como
solucion del modelo de equilibrio, mas la diferencia entre la matriz ajustada y la de referencia. En
el nivel inferior el modelo de equilibrio asigna la matriz de demanda O-D a la red de transporte,
obteniéndose el correspondiente vector de flujo en los arcos.

En esta seccién, se extiende el modelo binivel anterior para poder estimar simultdneamente la ma-
triz O-D g y el vector de parametros del modelo © del TAP-M. El nivel superior decide conjuntamente
la matriz O-D y el vector de parametros, y en el nivel inferior se produce el flujo y la particién modal
en equilibrio para el par (g, ©) obtenidos en el nivel superior.

Los datos béasicos del modelo son:

¢ Una matriz O-D para la demanda total en todas las alternativas consideradas. Esta matriz
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puede ser una matriz desactualizada, una matriz de referencia obtenida por otro procedimiento,
o simplemente no se dispone ninguna informacién sobre la misma.

¢ Una particién modal de referencia. Esta es la informacién externa al modelo TAP-M, que emplea
el modelo binivel de la seccién anterior para efectuar la calibracién. Esta informacion se puede
obtener mediante encuestas domiciliarias o de estudios realizados en otras areas urbanas.

¢ Un conjunto de flujos en equilibrio en la red multimodal. Este constard de medidas de aforo en
la red de trafico y nimero de usuarios en los arcos de la red de transporte publico. La obtencion
de esta informacién en cada red requiere de métodos distintos.

El modelo de calibracién y ajuste de la demanda se formula

minimizar F(g, @) = ILLlFl (ga g) + N2F2(f(ga 6)7 f) + /L3F3 (g(ga @), g)
sujetoa 0<g<b

©cCcR
(f,g) = arg minimizar S(y, ©) + R(q, ©) [CDAM]
sujeto a B
(v.q) € Q(g)

donde la funcién F; puede ser cualquier métrica y proporciona la distancia entre la demanda total

estimada g y la de referencia g; F5 es otra métrica que mide la discrepancia entre el flujo observado
f y la solucién de equilibrio del TAP-M; F3 es otra métrica que mide la distancia entre la particion
modal estimada por el TAP-M, g, y la observada g; el vector b es una cota superior para la deman-
da y suponemos que el vector de parametros © pertenece al conjunto C' que cumple las siguientes
condiciones:

(i) Es un conjunto compacto.

(ii) Anadimos una nueva restriccién en los pardmetros para asegurar que el problema TAP-M
sea convexo y su solucién defina la situacién de equilibrio. Esta condicién se garantiza,
ver el apéndice III del capitulo 1, cuando

0 < By < fo.

Si B1 = (2 el modelo logit anidado se transforma en un modelo multinomial. Cada
alternativa de viaje combinado se transforma en una nueva alternativa de eleccién de modo
cuyo parametro asociado es a® + of. Varios estudios muestran que el comportamiento de
los usuarios cuando eligen modo de transporte se ve inversamente influenciado por la
percepcién de los costes generalizados. Esto hace que en las aplicaciones los valores 37 <
0y B2 < 0 no sean posibles. Supondremos que existe € > 0 cumpliendo 0 < € < (31 < f3g,

y
CC{@/O<€S51S§2} (47)

(iii) La sobrespecificacién de los pardmetros se ha eliminado. La discusién planteada en la
seccién anterior establece que se deben fijar tres valores de los parametros tal y como
indican las proposiciones 4.2.1, 4.2.2 y 4.2.3

La condicién (i) es necesaria para probar la existencia de soluciones para el CDAM; la condicién
(ii) garantiza que la solucién del TAP-M caracteriza la situacién de equilibrio, la condicién (iii) no
restringe la calidad del ajuste de los parametros pero mejora el comportamiento computacional de los
algoritmos.

El CDAM puede ser interpretado en el marco de la programacién matematica multiobjetivo, donde
los coeficientes pi1, 2 y 3 son los correspondientes pesos que expresan la importancia relativa de las
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tres medidas, que pueden ser relacionados con la fiabilidad de las observaciones. Por ejemplo, la pon-
deracién de una matriz antigua de demanda O-D desactualizada g, puede tener menor importancia
que unas mediciones de flujos f actuales. Notar que, para poder transferir la fiabilidad de las observa-
ciones en los pesos de las métricas, es necesario que el rango de las métricas F; sean similares. Si esto
no fuese posible se puede considerar una muestra aleatoria sobre un entorno que contuviese a priori la
solucién de CDAM, {(g’,©7)};c;. Después, calculariamos la desviacién estandar de {F;(g’, ©7)};e.,
denotado por s;, y reemplazariamos la funciones métricas F; por S%Fi. Con esta transformacion la
varianza muestral de las tres transformaciones es 1 y podrian ser comparables.

Se ha realizado un considerable esfuerzo de investigacion en los aspectos teéricos de la calibracién
de los modelos de transporte urbano. Esto es debido a que la bondad de estos modelos depende,
aunque no exclusivamente, de la exactitud en la estimacién de estos pardmetros. Si la matriz de
demanda O-D fuese conocida el CDAM podria ser empleado para calibrar el TAP-M. Esta nueva
formulacién conduce a un marco para la calibracién de modelos combinados en los que, ademas de la
informacién derivada de las encuestas, también se emplea informacién de los aforos de la red.

Muchos métodos de calibraciéon se basan en la estimacién méximo verosimil de los pardametros.
Estos métodos conducen a elegir los parametros de tal modo que reproduzcan el tiempo medio de viaje
observado en la red. Esta metodologia ha sido empleada en una amplia gama de modelos. Un ejemplo
que podria ser visto como un predecesor del TAP-M es dado por Florian y Los [83] que consideraron
el problema de determinar matrices O-D de la primera componente de viajes combinados tipo park’n
ride, sugirieron que este modelo podria ser calibrado como una generalizacién de los métodos basados
en reproducir el tiempo medio observado en la red. Este método también puede ser situado como caso
particular del CDAM. Otro ejemplo, donde el problema de calibracién esta explicitamente definido
mediante un modelo binivel, estd dado por Ottomanelli [190] y Abrahamsson y Lundqvist [5]. Ambos
métodos caen dentro del CDAM. El primero considera p; = p3 = 0 y basa la calibracién sobre
observaciones de flujo. Alternativamente, el segundo basa la calibracién en encuesta de movilidad y
toma p1 = ps =0, y F3 es la funcién de verosimilitud.

El CDAM tiene la ventaja de usar toda la informacién disponible. No es obligatorio disponer de
una particién modal de referencia porque ésta estd contenida implicitamente en el nivel de servicio
de los arcos, informaciéon que es méas econémica de obtener. En caso contrario, si esta informacién
estuviera disponible se podria definir la métrica F3 (empleando por ejemplo el principio de maxima
verosimilitud) y se podria calibrar los parametros teniendo en cuenta las interacciones existentes entre
eleccién de ruta, modo e intercambiador. Por otro lado, si los pardmetros del modelo fuesen conocidos,
el CDAM se convertirfa en un problema de ajustar matrices O-D pero sobre una red multimodal.

4.3.1 Existencia de soluciones para el CDAM

Esta seccién estd dedicada a mostrar que el CDAM tiene, al menos, una solucién independientemente
del tipo de datos, bajo las suposiciones de continuidad de las métricas F}, F» y F3; y de las funciones de
coste en los arcos. Esto implica que el modelo es aplicable también a situaciones en los que solamente
se dispone de medidas de flujo sobre un subconjunto de arcos en la red multimodal, o solamente unas
cuantas entradas de la matriz de referencia O-D son conocidas, o incluso, cuando no se dispone de
una particién modal de referencia. En estos casos, las métricas estardn definidas sobre el conjunto
de datos observados. El CDAM puede ser aplicado, no solamente cuando los datos sean incompletos,
sino cuando éstos sean incorrectos, por ejemplo cuando los flujos son inconsistentes, esto es, cuando
no existe ninguna matriz O-D cuya asignacién en equilibrio reproduzca las observaciones de flujo.

Emplearemos un argumento similar al usado en el trabajo de Chen y Florian [48] para probar la
existencia de soluciones del DAM.

DEFINICION 4.3.1 Sean Q(.) y Q(.) las aplicaciones punto-conjunto de las restricciones expresadas
en funcién del flujo en los caminos y en los arcos respectivamente. Estas estdan definidos por

Qu(g)={h /é®h =g, h>0}, con 0<g<b,
Q(g):{(y,q)/égh:ga 5fh7y:07 5gh7q:07h20}7 con Ogggb
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donde 2 es la matriz de incidencia caminos-pares de demanda, §f la matriz de incidencia ruta-arco y
b es una cota superior para la matriz de demanda. a

DEFINICION 4.3.2 Sean Q7 (.) y Q*(.) las aplicaciones punto-conjunto de soluciones del TAP-M en
funcién de flujo en los caminos y en los arcos respectivamente, definidas por

Qr(g,0) = {h/heQg), hesun flujo en equilibrio para el TAP-M para los valores g y ©}
2'(g.0) = {(f.g)/he(g6), *h=g 'h—f=0,*h—g=0 h>0}
con (g,0) € [0,b] x C 0

DEFINICION 4.3.3 Definimos los siguientes conjuntos:

(o,b) = |J e
g€(o,b]
Q;,(0,b] xC) = U @ee
(g,©)€[0,b]xC
Q*([0,b] x C) = U @@eo

(g,©)€[0,b]xC

LEMA 4.3.4 Q(]0,b]) es un conjunto compacto no vacio

DEMOSTRACION. Es inmediata. a

El siguiente lema establece la continuidad de la aplicacién de restricciones Q(.).

LEMA 4.3.5 La funcion multievaluada Q() es una aplicacidn continua en su dominio [0, b]

DEMOSTRACION. Demostraremos que €2,(.) es continua en g > 0 usando la nota 6.3.1 de Shimizu y
otros [212].

Sea H(g,h) = 8h —g y G(g,h) = —Ih, donde I es la matriz identidad, estas funciones cumplen:
(i) H y G son funciones lineales y por tanto continuas en {g} x R™.

(ii) H es lineal y por tanto continuamente diferenciable respecto a h en N(g) x R™, donde N(g) es
un entorno de g y el rango (V, H(g,h)) = rango (68) = |W| para todo (g, h).

(iii) Se cumple que Q(g) #0 y
Cl ({h/h>0, 8h=g}) = U(g)

donde C1 es la clausura de un conjunto.

Bajo estas hipdtesis la aplicacién Q(.) es continua en [0, b).
La aplicacién multievaluada Q(.) puede expresarse
Q) = [(65,58) o ] (1),

donde €(.) es la composicién de una funcién multievaluada continua con una aplicacién continua y el
resultado que se obtiene es también continuo. a
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TEOREMA 4.3.6 Si todas las funciones de coste ¢i(.) son continuas, entonces la aplicacion punto-
conjunto de soluciones del TAP-M, Qj (.), es semicontinua superiormente en (g,0) € [0,b] x C.

DEMOSTRACION. Como la funcién objetivo del TAP-M es continua y €2(g) es un conjunto compacto
para cualquier g € [0,b] y © € C, entonces 2*(g, ©) es no vacio.

Considerar cualquier (g,©) € [0, b] x C, sucesién convergente {(g7,07)}, tal que (g7,07) — (g, 0)
cuando j — oo. Considérese una sucesiéon {h’} tal que h/ € Q5 (g’,07) y h? — h. Probaremos que
he 0;(80).

Como h? € Q5 (g7,07) C Qu(g’) y Qn(.) es continuo, como ya se vi6 en la demostracion del lema
135, h € Q(g).

Si existe un w € W cumpliendo g, = 0, entonces lim; g/, = 0. Como 0 < h) < g/, para todo

p € P, entonces lim; h), = izp =0 que es el tnico valor posible de flujo que satisface la demanda w.

Sin pérdida de generalidad asumiremos que g, > 0, Vw € W.

Ahora probaremos que h es un flujo en equilibrio mediante el teorema 1.2.1. Como el ntimero de
caminos es finito entonces existe un indice jo cumpliendo que para todo j > j

si hp > 0 entonces hfg >0,

y empleando las condiciones de optimalidad para el TAP-M, teorema 1.2.1, existen unos coeficientes
A%" cumpliendo

" C,(hi,07) + 71“95<(*§3;<“'“V, sip e P, ke {a,b}; "
w _ . . naC (hd k)i —In g€ (hJ ng’ , J a,°)’ . .
Cp(h), ©7) + ML) 4 Z b Qrege QO ) ipe P,

Notar que las funciones Cy(.) son continuas por serlo ¢;(.) para todo I € AUBy que g2(.), ¢5(.), 95.,(.)

son siempre continuas. Empleando la condicién (4.7) obtenemos que se cumple lim;(3;)7 = Bs > >
0, s=1,2.

Demostraremos, por reduccién al absurdo, que gz)t(fl) >0, paratodote T,y gk(h) >0, ke
{a,b} para todo w € W. Si uno de ellos tuviera el valor cero, como

Ing,(h') = IngS (h), teT,, weW;
Ingk(h?) —Ingk(h), weW, ke {a,b},

existirfa un w cumpliendo A%* — —oo. Como C,(.) es continua en Q;,([0,b]) x C, el valor minimo
estd acotado, entonces la tnica posibilidad es que el minimo se alcance en —oo y es

95.(M) =0, weW, tel,;
gb(h’) =0, weW, ke {a,b}

Por continuidad de gfut(fl) =0y gh(h) =0, k€ {a,b}; y esto contradice la suposicién de que
o > 0.

Tomando limites en j a ambos lados de la igualdad (4.8) obtenemos

— ~ ~ k(h ~k
5 C’Ah,@)—k%, sipe P* ke {a,b};
* 1
w = o~ o~ ng¢(h)+a&* | —Ing®(h)+Ing’ ,(h)+as . c

Cp(h,0) + ! g‘“giH + 95, )+B2g“' (h)+ , sipePS,

En caso contrario, sea p tal que ﬁp = (, entonces para todo j € IN se cumple

(
(

. . k(hi kyi

ha’@a)Jr%’ sipe Pk, ke {a,b};
. . n g (hy aky)i —1n g€ (h? lncthj a;©)d . c

b/, ©7) 4 Rl | o Grp o, GOHe) - p e P,

A

w

< (?p
CP
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y tomando limites en j a ambos lados de la anterior desigualdad, obtenemos que el limite satisface el
teorema 1.2.1, probando que h € Q} (g, ©) O

LEMA 4.3.7 Q5 ([0,b] x C) es un conjunto compacto.

DEMOSTRACION. Por el teorema 4.3.6 y por la compacidad de [0, b] x C' se garantiza que Q27 ([0, b] x C)
es un conjunto cerrado. Ademds Qj([0,b] x C) C Q4([0,b]) es un conjunto acotado, entonces
Q5 ([0,b] x C) es un conjunto compacto. O

TEOREMA 4.3.8 Si las funciones ¢;(.) son continuas en todos los arcos l; Fy, Fy y F3 son continuas
en sus dominios , y C es un conjunto compacto entonces el CDAM tiene al menos una solucion

DEMOSTRACION. Por el lema 4.3.7, Q7 ([0, b] x C) es un conjunto compacto.

Sea

F:Q:([0,b] x C) — RAYEl x R"
h — (6'h, 68h),

donde |.| es el cardinal de un conjunto. F es una aplicacién lineal y por esa razén es continua, en-
tonces F'(Q25([0,b] x C')) es un conjunto compacto. El conjunto de restricciones del CDAM puede
ser reemplazado por (f,g) € F(Q;([0,b] x C')) y la variable g tiene una dependencia continua de g,
entonces el problema CDAM es la optimizacién de una funcién continua sobre un conjunto compacto
v la demostracion estd garantizada por el teorema de Weierstrass. O

4.3.2 CDAM frente a la metodologia secuencial: un ejemplo numérico

La finalidad de esta seccién es motivar el uso del modelo CDAM, que aborda ambos problemas
simultdneamente, frente a la metodologia secuencial descrita anteriormente. La ventaja no proviene
del tipo de datos empleados en ambas metodologias, ya que ambos procesos se pueden adaptar al
mismo conjunto de datos, sino a los resultados de la estimacién, que pueden ser significativamente
diferentes. Para ilustrar esta afirmacién considerar la red de prueba de la figura 4.1. Esta red de
transporte tiene solamente un par de demanda y dos modos de transporte: en coche (a) o en metro
(b) y solamente un camino por cada modo. Consideraremos el modelo de equilibrio que incluye la
particién modal mediante un modelo logit. Este modelo estd descrito en Marin [164] o el modelo P,
de Ferndndez y otros [73].

Hemos asumido que los parametros 0, y 0, estan incluidos en los costes generalizados Cy, y Cy, ¥y
que estos valores son conocidos. Para evitar la sobrespecificacion de este modelo consideramos que el
parametro a®, que define la cuota de mercado del modo coche, ha sido fijado a* = 0, y estimamos

respecto a él el pardmetro a’.

Hemos empleado ambas metodologias: una secuencial y una simultdnea para calibrar el vector de
pardmetros y la matriz O-D (que consta de un sélo par). Hemos asumido conocida una matriz O-D
desactualizada y un vector de flujo actual, obtenido por observaciones directas. Esta informacion se
muestra en la tabla 4.5

La simplicidad de la red de prueba se emplea para describir explicitamente las soluciones del modelo
de equilibrio mediante cuatro ecuaciones. Ambas metodologias las hemos basado en observaciones de
flujo y hemos empleado dos métricas para la funcién Fy. La primera es la NLLS y la segunda una del
tipo WNLLS.
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Figura 4.1: Red de prueba para el CDAM

Tabla 4.5: Base de datos para la estimacién-calibracién secuencial del TAP-M

g B o’

Parametros verdaderos 40 05011 0.5967

fa fb gdesaa
Datos 16 24 1.0

ca(fa) = 0.8859 + 0.4751(fa)"
ev(fy) = 1.4285 4 0.2380 f;,

Coste de viajes

El problema de calibracién es:

minimizar g, o» Z = F(fa, fo, fa7 fb)

sujeto a 9o + gb:gdesac.
ga:fa
9=/

Colfu) + ey ) + sl

El problema de estimacién de la matriz O-D es:

minimizar g Z = Fo(fa, for fas f5)
sujeto a g, + 9p=7G
9a=fa
9=/

Calfa) + B=Ci(f) + B2

donde Bl y &% son las estimacién de los parametros obtenidos en el problema de calibracién.

La tabla 4.6 muestra los resultados y la interaccion entre patrén de viaje y congestiéon. Un usuario
elige el patrén de viaje (en este caso modo de transporte) en funcién de dos tipos de factores. El
primer tipo estd representado en el coste generalizado y tiene en cuenta factores como el tiempo de
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viaje, tarifas, etc. y el otro tipo obedece a factores sociales como nimero de licencias de automévil,
distribucién demografica, etc. En este modelo el pardmetro o’ tiene en cuenta este tipo de factores y el
pardmetro (31 pondera la importancia relativa de las dos clases de factores. El hecho de que se asuma
una matriz desactualizada, implica implicitamente un nivel de congestion en la red, por tanto, si este
nivel es incorrecto quedaria una variabilidad en el patréon de viaje atribuible al factor congestion, que
intentarfa ser explicado por el otro factor, representado por a’. En los flujos observados, el nimero
de usuarios en metro es mayor que el de coche privado, fb = 2.4 frente a fa = 1.6. Esta diferencia se
explica en el TAP-M, por la gran diferencia entre los costes generalizados en cada alternativa, pero
en la estimacion secuencial se explica porque los usuarios prefieren la alternativa metro frente a la del
coche para el mismo coste de viaje. Obsérvese en la tabla 4.6 que el signo del pardmetro a® es negativo,
que es un signo contrario al real. Estos errores en la estimaciéon del modelo producen mas tarde una
estimacién por defecto de la matriz O-D, debido a que si la cantidad de viajes es incrementada, ésta
es erroneamente distribuida por modos produciendo flujos diferentes a los reales.

Tabla 4.6: Metodologia secuencial de calibracién-estimacién
Métrica Fase Ja gb g 051 a®
NLLS Calibracién 0.1009 0.9901 Fijo 1.2149 -3.1057
Estimaciéon 0.4956 2.7078 3.2035 Fijo Fijo
WNLSS Calibracién 0.3996 0.6003  Fijo  0.8127 -0.9542
Estimaciéon 1.1739 2.5119 3.6858  Fijo Fijo

Para concluir, observar que los valores verdaderos del modelo son la solucién éptima del CDAM.
Por lo que la dificultad esta en elaborar algoritmos eficaces para resolver el CDAM. Puede ocurrir
que no existiesen algoritmos para resolver el CDAM, o que si los hubiera, la aproximacién obtenida
fuese peor que la solucién encontrada por la metodologia secuencial. Por esta razén proponemos un
algoritmo heuristico para el CDAM basado en que es posible aplicar la metodologia secuencial, es
decir, que existen algoritmos para resolver el problema de calibracién y el de estimacién de la matriz
O-D. Este algoritmo se basa en repetir iterativamente la metodologia secuencial, es decir, después
de encontrar una nueva matriz O-D reiniciamos el procedimiento. Los resultados obtenidos con este
algoritmo son ilustrados en la tabla 4.7. Notar que el procedimiento converge al verdadero valor de
la matriz y del pardmetro o’ pero su convergencia parece bastante lenta. Otra observacién es que
la velocidad de convergencia depende del tipo de métrica para F;. La métrica WNLSS obtiene los
mejores resultados en ambas metodologias, en la metodologia secuencial produce mejores estimaciones
y usada en el CDAM conduce a mejores comportamientos numéricos.

Tabla 4.7: Algoritmo heuristico calibracién-estimacion para el CDAM

Métrica Fase Ja b g B1 «a

b
NLLS  Calibracién 0.1009 0.9901 Fijo  1.2149 -3.1057
1 Estimacién 0.4956 2.7078 3.2035  Fijo Fijo

2 Calibraciéon 1.2013 2.20021  Fijo  1.7041 -0.5613
Estimacién 1.2561 2.4388 3.6950  Fijo Fijo

3 Calibraciéon 1.4779  2.2170 Fijo  1.1648 0.9887
Estimacién 1.4951 2.4089 3.9041  Fijo Fijo

4 Calibraciéon 1.5520  2.3520 Fijo 0.9011 1.0753
Estimacién 1.5567 2.4038 3.9600  Fijo Fijo

WNLSS Calibracién 0.3996 0.6003 Fijo  0.8127 -0.9542
1 Estimacién 1.1739 2.5119 3.6858  Fijo Fijo

2 Calibraciéon 1.4738  2.2119 Fijo  1.1770 0.9746
Estimacién 1.4919 2.4139 3.9058  Fijo Fijo

3 Calibraciéon 1.5623  2.3434 Fijo 0.8734 1.1057
Estimacién 1.5677 2.4042 3.9270  Fijo Fijo

4 Calibraciéon 1.5888  2.3832 Fijo 0.8065 1.1414
Estimacién 1.5904 2.4012 3.9917  Fijo Fijo




Seccién 4.4.4. Algoritmos heuristicos para el CDAM 143

4.4 Algoritmos heuristicos para el CDAM

En el ejemplo numérico anterior se plantea un algoritmo heuristico para la resolucién del CDAM. Este
algoritmo es conceptual ya que se basa en la existencia de algoritmos para resolver los problemas de
calibracién y de estimacién de la matriz O-D, en problemas reales de grandes dimensiones. En esta
seccion, profundizamos en el modo de obtener algoritmos operativos para problemas grandes dimen-
siones. Desarrollaremos una clase de algoritmos heuristicos para el CDAM basada en la suposicién de
que la funcién objetivo del nivel inferior (el TAP-M) es estrictamente creciente!. Bajo esta hipétesis,
existe un unico flujo en equilibrio y una tnica particién modal de la matriz O-D para cada valor de
las variables de decisién del nivel superior. Esto permite definir las llamadas funciones de respuesta
o funciones de reaccion f = ®(g,0) y g = ¥(g, O) para cada matriz O-D 0 < g < b y para cada
valor de los parametros © € C'. Si estas funciones fuesen conocidas explicitamente, el problema binivel
podria ser transformado a un problema de optimizacién de un sélo nivel, mediante el reemplazamiento
del problema de asignacién TAP-M por sus funciones de reacciéon ® y W.

El algoritmo propuesto para el resolver el CDAM tiene un esquema iterativo que se muestra en la
tabla 4.8.

Tabla 4.8: Algoritmo heuristico para la resolucién del CDAM

0. (Inicializacién). Determinar un valor inicial de la matriz g y del vector de pardmetros ©°.
Tomar ¢ = 0.

1. (Problema del nivel inferior.) Resolver TAP-M para g' y ©F, obteniendo f* = ®(gt, ©)

2. (CDAM(t)). El préximo valor del par (g,©) se obtiene como solucién del siguiente problema
binivel

minimizar g o) F(g.f.g) = 11 Fi(g, &) + peFa(f, f) + 13 Fs(g. &)
sujetoa 0<g<b
©ecCcR
(f,g) € arg min S(ft,©) + VS(ft,0)(y — f!) + R(q, ©) [CDAM(t)]
sujeto a:

(y.q) € 2(g)

Denotar una solucién del CDAM(t) por (git!, ©t+1)

3. (Criterio de convergencia). Si se satisface el criterio de convergencia parar, en caso contrario
tomar ¢t =t + 1 y regresar el paso 1.

CDAM(t) estd definido mediante la sustitucién del TAP-M por una aproximacién suya que coincide
con el subproblema del algoritmo de Evans para obtener la direccién de descenso y se obtiene linealizan-
do los costes en los arcos en la solucion actual. Nos referiremos a esta aproximacion por el nombre TAP-
M(t). Este heuristico alcanza una solucién aproximada del problema CDAM mediante la resolucién
de una sucesién de problemas binivel. Denotamos por (®.(.), U¢(.)) la aplicacién multievaluada de
respuesta del problema TAP-M (t) (submodelo del CDAM(t)), esto es

(®.(g,0),9:(8,0)) ={(f,g)/ (f,g) es solucién del TAP-M(t) para(g,©)}

El efecto de la congestién ha sido eliminado en los subproblemas TAP-M () provocando que el coste
en los arcos o en los caminos sea independiente del flujo en éstos. Denotamos por {C¥(t), C:°(¢) }uew
los costes de equilibrio en la t—ésima iteracién. CF (t) representa el coste de equilibrio por modos y
Cc*(t) el coste de equilibrio para el modo combinado a través de los nodos de transferencia. Esta

LCuestién que se garantiza cuando las funciones de coste en los arcos son estrictamente monétonas.
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simplificacién permite calcular la particién modal de la demanda mediante las funciones logit

gt = GF(0,C:(t),Cr(t)) 8w, ke{abc} weW (4.9)
9o = GL(©,CL(1), CE(1) G+ (0, CIA(D)) B tel,, wew, '

donde {g£} es el niimero de usuarios de la demanda w que viajan en el modo k € {a,b,c} y {g5 ,} es
el nimero de viajeros de la demanda w que lo hacen mediante viaje combinado a través del nodo de
transferencia t. Las relaciones (4.9) definen la funcién de reaccién g = U;(g, ©) para el CDAM(¢).

Los caminos 6ptimos del TAP-M para los datos actuales (g', ©!) también son 6ptimos para el
TAP-M(¢) para cualquier combinacién (g, 0) de la matriz O-D y del vector de pardmetros debido a
que no existe congestién. El flujo en estos caminos 6ptimos esté restringido a satisfacer la demanda
total, la particién modal y la distribucién por intercambiadores de acuerdo con (4.9). Denotamos
este conjunto de caminos éptimos en la iteracién t por PX(¢) := Uke{a’b)c}Pfj*(t) para todo w € W,
donde P¥*(t) es el conjunto de caminos 6ptimos para el modo k, para el par w en la iteracién t—ésima.
El conocimiento de estos caminos nos permite calcular la funcién de reaccién £ € ®,(g, ©) para el
CDAM(t) y obteniendo la siguiente expresién

®,(g,0)={f/f=06"h,g=6%h y h € Q(¢)},

donde Q(t) = {h/ h, = 0 para todo p ¢ U,ew P (t)}.

La ventaja de cada CDAM(¢) con respecto al CDAM es que las funciones de reaccién se pueden
calcular explicitamente transformando el CDAM(¢) en un problema de optimizacién de un solo nivel.
El siguiente teorema muestra que si el punto (g, ©) resuelve el subproblema CDAM(.) obtenido en
el mismo punto (g, ), entonces (g, 0) es un minimo local para el CDAM. Esto garantiza que si la
iteracién generada por el algoritmo llega a un punto fijo (o equivalentemente converge en un nimero
finito de iteraciones), entonces se obtiene un minimo local. Bajo ciertas condiciones de continuidad,
quizas, se pudiera demostrar la convergencia de la heuristica a este tipo de puntos fijos y por tanto se
podria demostrar la convergencia de este algoritmo a minimos locales del CDAM.

TEOREMA 4.4.1 (CONDICION SUFICIENTE DE OPTIMO LOCAL PARA EL CDAM) Sea (g*, ©*) un ele-
mento de (0,b) x C, sea h* el flujo de equilibrio en los caminos para el par (g*,0%), y CDAM(*)
denota el problema CDAM(t) en el punto (g',0") = (g*,0%). Si h* es una solucion no degenerada y
(g8%,0*) es un minimo local para el CDAM(x) entonces (g*,0*) también es un minimo local para el
CDAM.

DEMOSTRACION. Daremos la demostracién para el modelo de equilibrio TAP-M, pero este resultado
también es vélido para otros modelos combinados. Para abordar la demostracion en una forma general,
consideraremos que se esta aplicando un modelo de equilibrio cuyas condiciones de equilibrio pueden
formularse del siguiente modo: un vector de flujo en los caminos h estd en equilibrio si existe unos
coeficientes de coste por par A, con w € W cumpliendo que

si hp > 0 entonces A, = A
si hp = 0 entonces A, < A Vp € P, YweW.

Por ejemplo, para el modelo TAP-M estos coeficiente A, para todo p, son los costes extendidos de los
caminos y tienen en cuenta la eleccién de la ruta, modo y nodo de intercambio. En otros modelos,
por ejemplo el TAP, representarian los costes generalizados.

Sea

A:(0,b) x C — R°
(8,0) — A(g,0),

donde ¢ es el cardinal del conjunto de caminos en la red multimodal. Las funciones coordenadas
M (8,0) p € P,, we W son los costes extendidos de la ruta p en el equilibrio para el par de datos
(g,0). Estas funciones son continuas en (g*,0*) € (0,b) x C para el TAP-M suponiendo que las
funciones del coste en los arcos lo sean. La demostracion es facil y se basa en la representacién
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explicita de las condiciones de equilibrio. Esta es la hipdtesis principal que debe satisfacer el modelo
de equilibrio.

Por hipétesis h* es un punto no degenerado, lo que significa que
min{\,(g",0%) — \,(g",0%)/ h; =0, pe P,} >¢>0,

donde A\, (g*,0%) = A\,(g*,0*) para todo p € P}. Esta relacién implica que para todo w € W y para
todop € P, — P}

A(8%,0%) + g < Ap(g,07) — (4.10)

| ™

Sea § > 0, debido a que A es continua en (g*,©*), existe un entorno V' de (g*, ©*) cumpliendo:

= =% * € =
1A(g,0) —Ag", 0 )l < 5, V(g,0) eV,
donde || - ||« es la norma del supremo. Entonces todas la componentes p € P,, cumplen

= — * € =
Ao(8:0) = A\(87,07) <5, V(g.0) eV,
en forma equivalente se cumple la siguiente relacién
)‘P(g7@) - % < )‘P(g*ae*) < )‘P(g7@) + %a V(g,@) € ‘/a vp S UwEWPw (411)
Sea p* € P*, p’ € B, — P2, para cualquier w € W, empleando (4.10) y (4.11) se cumple la siguiente
relacion
— —% * € — % * € = =
A+ (8,0) < A+ (85,0%) + 3 <Ay (8%,07) — 3 <My (8,0), V(g 0) eV
Esto demuestra que si el TAP-M es perturbado en el entorno V, entonces la solucién de equilibrio

podria obtenerse empleando tinicamente los caminos pertenecientes a P*, que también resuelven el
problema original. Esto justifica la siguiente relacion:

(©(g,0),9(g,0)) € (2.(8,0),9.(2,0)), V(g 0)eV, (4.12)

donde (®,,¥,) son las funciones de reaccién para TAP-M(x). Por otro lado, como (g*,0*) es un
minimo local de CDAM(%) entonces existe un entorno U cumpliendo

F(g.f.g) > F(g'.t'g"), Y(g0)cUn((0,b)xC), Y g) e (28 0) V.(80)) (413)
4.13

Empleando las relaciones (4.12) y (4.13) obtenemos
F(g,0)=F(g.2(g.0),¥(g0) > F(g'f'.g") = F(g".0"), ¥(g0)eVnUn(0b)xC),

y prueba que (g*,0*) es un minimo local para el CDAM. O

4.4.1 Aproximaciones al CDAM(t) mediante funciones de seleccién

El CDAM(t) se puede formular empleando las variables de flujo en los arcos y con ayuda de las
funciones de reaccién por

{pg{ﬁ<g>f7g)/ feq)t(g7®)7 gz\lft(g,@), 9€Cy0§§§b}
g,
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Existen dos motivos para no resolver de forma exacta el CDAM(¢). La primera es mantener
un equilibrio entre la precisién alcanzada y el coste computacional de hacerlo. La segunda es que,
para describir el conjunto ®,(g, ©), es obligatorio almacenar todos los caminos con coste positivo en
el equilibrio alcanzado en la iteracién ¢. En el siguiente apartado se analizan distintas estrategias
empleadas para la aproximacién del CDAM(t) mediante la funciones de seleccion.

Una estrategia para aproximar el problema CDAM(t) consiste en seleccionar una funcién de la
aplicacién multievaluada ®; y resolver exactamente este “ficil” problema aproximado. Una funcién
f:R® — RMYPl es una seleccion de ®4(.) si cumple £(g, ©) € ®,(g,0),V(g, O).

En otras aplicaciones se han empleado la seleccion optimista definida por
f,(g,0) € arg minimizar.{F>(f,f) / f € ®,(g,0)},
v la seleccion pesimista
f,(g,0) € arg maximizar, {Fy(f,f) / f € ,(g,0)}
Ambos problemas estan bien definidos debido a que ®.(g, ©) es un poliedro compacto (politopo) y Fs
es una funcién continua. Notar que si F, es estrictamente convexa, el problema tiene solucién tnica.
A priori una seleccién interesante es la sugerida por Dempe en [66], la cual considera una regula-
rizacién de la funcién objetivo del nivel inferior. Para el CDAM(?) esta seleccién se formula

f(g, ©) € arg minimizar(y o) { (', 0) + VS(E, 0)(y ~ ') + R(q,0) + o, F(g,f.g) : (v,q) € Ug)}

donde F es la funcién objetivo del nivel superior, {«:} es una sucesién de ntimeros reales cumpliendo
que oy — 0 cuando t — oco. La relevancia de esta funcion de seleccién es que requiere de un conjunto
pequeno de camino con flujo en el equilibrio, quizas un camino por cada par de demanda w € W.

Empleando la seleccién f(g, ©), el problema CDAM(t) serd aproximado por el siguiente

Cada seleccion f;(g, ©) conduce a diferentes aproximaciones del CDAM(¢) y dada la generalidad de
fi(g, ©), origina diferentes algoritmos heuristicos. Una seleccién esté caracterizada por un subconjunto
arbitrario del conjunto de caminos 6ptimos de TAP-M en (g¢, ©!) y un conjunto de reglas para asignar
el flujo a estos caminos.

Para concluir esta discusién consideraremos un caso especial donde la seleccién es una funcién
lineal f;(g, ©). Algoritmos de este tipo han sido desarrollados por Yang en [241] para el problema de
estimar matrices O-D en redes de trafico. Una primera seleccién estd definida mediante la proporcion
de flujo en los arcos en funcién de la matriz O-D. En nuestro contexto multimodal esta seleccion
vendria definida por

fl = Z Z Zﬁwgf) + Z Zlc,w,tgf),t 9 l € A U B

weW | kefa,b} teT,

donde g = ¥, (g, ©),

ko Zpepf*(t) 6l7php(t)

Zl,w_ g(]f)*(t) ) ke{a’b}, UJGVV, ZEAUB,
e per () Ouphyp ()
ot = pep‘”"c(,f) L weW, teT, leAUB.
77 gw,t(t)

Las variables hy(t), g*(t), v g5,(t) son los valores éptimos del TAP-M para el (gf,0"). En esta
seleccién los caminos son empleados proporcionalmente al uso tenido en la solucién (gt, %), con
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respecto a cada modo y a cada intercambiador. Los coeficientes Z = [zlkw, 2§, +] se denominan factores
de influencia.

Un segundo algoritmo se obtiene definiendo los factores de influencia Z como las derivadas del
flujo en los arcos respecto a las variables de demanda. En el caso aqui desarrollado obtendriamos

sk e sk sc
Z=[z,,%,, donde ZJ , Zf , , es calculado por

: ofi
~k _
zl’w—%, ke{a,b}, weW,
0
élcwt:%7 teT,, wGVV,
o gw,t

donde las derivadas se calculan usando andlisis de sensibilidad para la solucién en equilibrio. Ver
Tobin y Friesz [226] para el cdlculo. No es obvio reconocer este algoritmo como un caso particular de
funcién de seleccion.

Tobin y Friesz en [226] mostraron, bajo la condicién de complementariedad estricta y no de-
generacién para h(t), que si el problema TAP es perturbado respecto a la matriz g, esto es, si la
reemplazamos por g + €, donde € es una perturbacién de la demanda, entonces el problema perturba-
do puede también ser resuelto, si restringiésemos el problema original a los caminos con flujo positivo
para la demanda g. Por tanto, se cumple la siguiente relacién

Z hp(g+€):gw+ew: Z g5+ew,
peEPX(t) ke{a,b,c}

donde hy(g + €) es el flujo en equilibrio para el camino p de la demanda g + ¢. Tomando derivadas,
en ambos lados de la igualdad respecto a las variables g¥, obtenemos

Z %(g+e):1.

k
perri( 0%

Por otro lado, el flujo en los caminos (debido a que el coste es mondtono creciente respecto a los
flujos) es creciente respecto a las demandas g* y se justifica la relacién 0 < %(g + €) para todo

dgk
p € PE().

s . . . . oh
Las tltimas dos relaciones dan una interpretacion de los coeficientes ag,’j como los pesos de una
w

combinacién convexa. Por tanto, la seleccién de la funcién asigna las demandas g* a los caminos
— ah’P

p € Pr¥(t) de acuerdo a estos coeficientes, esto es, h, = @(g)gfj.
Usando el hecho de que las derivadas de los flujos en los arcos son independientes del conjunto de
puntos extremos considerados h* (teorema 6. de Tobin y Friesz [226]), obtenemos

0 oh
pi= 2 (g
99k T\ 995
PEPL* (1)
donde d;, toma el valor 1 si el arco [ estd en el camino p y 0 en otro caso. Esta relacién justifica que
esta seleccién conduce al segundo algoritmo de Yang.

Notar que los algoritmos basados en los factores de influencia Z requieren, para poder calcularlos,
las rutas y la distribucién de la demanda en ellas y esta informacién se debe actualizar de una iteracion
a otra. En el cdlculo del Vgf, se debe invertir una matriz cuyas dimensiones vienen definidas por el
ntmero de coordenadas positivas de h*(¢). El ntimero de caminos puede ser demasiado grande para
ser computacionalmente aplicable a grandes dimensiones.

En el caso de emplear funciones de seleccion lineales, las métricas Fy, F» y F3 juegan un papel
importante para poder aplicar algoritmos eficientes de resoluciéon. Tradicionalmente se han aplicado
formas cuadraticas o basadas en la funcién de entropia. Dos alternativas importantes consisten en
considerar las métricas derivadas de las normas ||.||1 o ||| que conducen a funciones lineales. Benitez
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[16] emplea esta clase de métricas en aplicaciones reales con 1350 arcos, 750 nodos y 12,470 pares O-
D, desarrolla un algoritmo similar al de Yang y otros [245] quienes emplean los factores de influencia
basados en proporciones. [16] considera la ||.||; para calcular la distancia entre la variable observada
X y la prediccién x, obteniendo

n

G(x,%) =Y |w; — &i

i=1

Para evitar los valores absolutos, este autor introduce 2n variables z;" yx;,parai=1,...,n que
representan respectivamente la sobrestimacién y subestimacion en las estimaciones. Las relaciones
entre las variables es

vt —xf = &, i=1,...,n (4.14)

IV
JO
-~.
I
i_‘
3

1=1,.

LA

, t=1,....,n

n

(4.15)

entonces empleando (4.14) se puede calcular G por

n n n
G(X,X)=Z|in—f¢|22|$;——%—’=Z($2—+$i—) (4.16)

i=1 i=1 i=1
Si deseamos minimizar la funcién G, podemos reemplazar G por la expresién dada en (4.16), entonces
el minimo de >_;" ; (2 + z; ) sujeto a (4.14) es alcanzado en valores positivos cumpliendo (4.15) y la
sustitucién se realiza correctamente. Si empledsemos la métrica inducida por ||.||; entonces CDAM(t)

puede ser formulado por

minimizar (g,@)F(g) 0) =m ZweW(gi_ + g;) + p2 ZleAuB(fl+ + fl_)
+h3 ZweW Zke{a,b} (gL]ZJr + 957) + p3 ZweW ZteTw (9:;-; + gg_t)
sujetoa 0<g<b,
©ecCCR”,
f= ft(g7 @)a
g =V(g,0),
Jgw t9, — gj =gu, Ywe€eW, [CDAMHHI(t)]
fi+fr—ft=4f, Vie AUB,
gb+ gl —gbt =3k, vweWw, kef{aqb}
951t 901 — gfft =054 VEET,, VweW,
fr.f gt g7, g" g >0, ke {abcl)

El CDAM, (t) para el DAM es lineal y la tinica complicacién en su resolucién es la dimensién de
este problema. Castillo y otros [41] desarrollan una forma alternativamente al método empleado por
Benitez, para evitar el valor absoluto de la funcién objetivo que emplea solo n 4+ 1 variables. Esta
transformacion tiene ventajas computacionales evidentes, ya que la aplicacién del primer método al
problema de estudio condujo a unas 25.000 variables frente a las 12.500 que tendria el método descrito
en [41].



Capitulo 5

Capacidad y tarifacion de
aparcamientos disuasorios: un
problema de diseno de redes

Resumen

En este capitulo consideramos el problema de disenar facilidades de aparcamiento para promocionar
los viajes combinados de tipo park’n ride. Para ello se desarrolla un modelo continuo de diseno de redes
para decidir las capacidades y tarifas de los aparcamientos empleados por estos viajes combinados.
Este problema se sitia en un contexto de planificacién téctica y se asume que las decisiones sobre la
localizacion de los aparcamientos asi como otras decisiones sobre la topologia de la red ya han sido
tomadas previamente.

La metodologia empleada para su modelizacion es la programacion matemaética binivel. En el nivel
superior, una autoridad evalda la eficiencia de la red de transporte para cada diseno de la misma. En
el nivel inferior, un modelo de equilibrio con modos combinados (el TAP-M) genera la cuota de
mercado y los costes de las rutas en cada modo de transporte, asi como el nivel de utilizacién de los
aparcamientos, en funcién de las variables de diseno de los aparcamientos consideradas. El objetivo del
modelo es hacer un diseno y tarifacién 6ptima de los aparcamientos, de modo que se minimice el coste
de transporte en la red multimodal. Este objetivo conduce a considerar la capacidad y tarifas de los
aparcamientos como las variables de diseno del modelo. En este trabajo se presenta una reformulacion
del modelo basada en emplear los costes generalizados en los aparcamientos como variables de diseno,
en lugar de la tarifacién y capacidad de los mismos. El modelo binivel ha sido resuelto mediante una
adaptacién del algoritmo del recocido simulado (SAA) a un problema continuo y restringido (variables
no negativas). Se han realizado experimentos numéricos para ilustrar el uso del modelo, para comparar
las dos formulaciones y para evaluar la aplicabilidad del SAA a problemas de tamafio mediano.

Palabras clave: Problema de diseno de redes, capacidad y tarifas en aparcamientos disuasorios,
programacion matematica binivel, modelos de equilibrio con modos combinados, algoritmo del recocido
simulado para problemas continuos y restringidos.
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5.1 Introduccion

El crecimiento del trafico esta produciendo el colapso del sistema privado de transporte en muchas de
las grandes areas urbanas de los paises desarrollados, ya que éste no tiene la posibilidad de absorber
méas volimenes de trafico. Una posible solucién a este problema pasa por incrementar la cuota de
mercado del transporte piiblico. Con este fin, se estan desarrollando ciertas politicas encaminadas
a la promocioén de los viajes combinados. Esta promocién estd basada en el desarrollo de lineas de
transporte piblico de alta calidad (rdpidas y confortables), en conjuncién con el uso de otras formas
de transporte que alimenten a estas lineas principales y del desarrollo de atractivas facilidades de
transferencia, tales como las facilidades de aparcamiento, la promocién de tarifas combinadas, etc.
Todos estos incentivos inducen a los viajeros a realizar sus viajes empleando mas de un modo de
transporte.

Segun Carrese y otros en [39] las principales politicas de aparcamientos son:

¢ Limitacién del aparcamiento en ciertas calles y/o en el tiempo para reducir la congestién en los
centros historicos.

¢ Introduccién de los llamados aparcamientos disuasorios donde los usuarios aparcan su vehiculo
y contindan su viaje en transporte publico, potenciando los viajes combinados y por tanto,
reduciendo la congestién en los centros urbanos.

¢ Otras politicas de aparcamiento que estan relacionadas con la satisfaccién de las necesidades de
aparcamiento de los residentes o de los clientes.

Las metodologias empleadas en el disefio de aparcamientos han tenido dos orientaciones fundamen-
tales, por un lado se han desarrollado modelos de localizacién empleados en la investigacion operativa
y en la planificacién regional y por otro lado modelos de asignaciéon de la demanda. El primer grupo
identifica el plan 6ptimo de localizacién basado (generalmente) en la optimizacién de los pardmetros
coste de aparcamiento y distancias a pie, sujeto a restricciones espaciales y/o econémicas (Ver Odoni
y Larson [184]). La segunda clase de modelos analiza diferentes planes para la satisfaccién de las de-
mandas de aparcamientos y elige uno entre ellos, segin el criterio del planificador. Esta metodologia
asume la existencia de un modelo para la evaluacién de la demanda en cada aparcamiento en funcién
de las decisiones adoptadas. Por ejemplo, Hunt y Teply [131] consideran un modelo logit anidado para
la desagregacién de la demanda de aparcamientos o, por ejemplo, se emplean modelos de asignacién
en equilibrio para evaluar el nivel de servicio en los aparcamientos como en los trabajos de Florian y
Los [84], Bifulco [27] o Carrese y otros [39]. Ambas metodologias emplean modelos de un solo nivel.

La programacién matematica con restricciones de equilibrio es una importante herramienta en la
planificacién del transporte urbano. En el capitulo 4, se estudié una aplicacién de este modelo al
problema de estimacion de matrices O-D y calibraciéon de parametros de modelos combinados. En
este capitulo, estudiamos su aplicacién al llamado problema de disenio de redes (NDP). Estos modelos
se concentran en la modificacién de la topologia de la red de transporte o en la variacién de su
parametrizacién para alcanzar algin objetivo de eficiencia del sistema. Ejemplos de estos problemas
son la determinacién del nimero de carriles de las calles, la regulacién semaférica de la red de tréfico, el
establecimiento de cargas en los arcos de la red (tarifas de transporte publico, tasas de aparcamiento,
tasas de uso, etc.), la provisién de algiin nuevo servicio de transporte piiblico (representado como un
nuevo conjunto de arcos), el establecimiento de las frecuencias de las lineas de transporte ptblico o la
construccién de una nueva calle o linea de metro.

El problema de disenar los aparcamientos disuasorios, empleados en los viajes combinados park’n
ride, se puede formular empleando la programacién matematica binivel. El gestor del sistema de
aparcamientos realiza las decisiones de inversion y tarifaciéon de los aparcamientos en el nivel superior,
de modo que se minimice el coste total del sistema, y en el nivel inferior los usuarios reaccionan a este
diseno de la red de transporte cambiando su patrén de viaje, esto es, ajustando su ruta, eligiendo un
modo de transporte alternativo, cambiando de aparcamiento, etc.

El NDP puede ser clasificado segin la naturaleza de las variables de diseno en discreto (DNDP), si
éstas son discretas (por ejemplo la seleccién de localizaciones de recursos), o continuo (CNDP), si son



Seccion 5.5.1. Introduccion 151

continuas (por ejemplo la determinacién de la capacidad 6ptima de un conjunto de arcos de la red).
El problema que abordamos en este capitulo es del tipo CNDP porque las variables de disefio son las
tarifas y capacidades de los aparcamientos, y éstas tienen naturaleza continua.

Se han propuesto varios algoritmos heuristicos para encontrar una solucién aproximada al CNDP.
Un primer algoritmo es el llamado algoritmo iterativo de optimizacién-asignacién (IOA) que itera
entre un problema de equilibrio y un problema de diseno en el que los flujos son considerados fijos.
Este algoritmo no siempre conduce a un 6ptimo global en el diseno de la red, como fue ilustrado
por Tan y otros en [225] y demostrado tedricamente por Marcotte en [158]. Otros detalles de este
procedimiento han sido estudiados por Friesz y Harker en [90], Marcotte y Marquis en [162], etc.

Abdulaal y LeBlanc en [3] aplican el algoritmo de Hooke-Jeeves al NDP. Este método es computa-
cionalmente intenso porque requiere de frecuentes evaluaciones del modelo de asignacién de trafico.

Mediante el andlisis de sensibilidad se puede calcular la derivada del flujo respecto a la capacidad
en los arcos (ver Tobin y Friesz [226] y Yang en [242]). Friesz y otros en [91], Yang y Yagar en [246],
y Yang y otros en [247] han desarrollado varios algoritmos heuristicos basados en estas derivadas.

Suwansirikul y otros en [224] desarrollan el llamado esquema de descomposicién del modelo de equi-
librio (EDO), el cual optimiza los pardmetros de disefio uno por uno, tratando el resto de pardmetros
al que se esta optimizando como fijos. Después de que este conjunto de subproblemas de optimizacion
haya sido resuelto, se actualiza la variable de diseno. Este algoritmo ha mostrado ser mas eficiente
que el algoritmo de Hooke-Jeeves.

Friesz y otros en [89] proponen una adaptacién del algoritmo del recocido simulado. Este método
es indicado para la busqueda de 6ptimos globales. En este capitulo hemos adaptado esta metodologia
al nuevo NDP.

Meng y otros en [170] tratan el NDP formuldndolo mediante un problema de optimizacién con un
unico nivel mediante el auxilio de una funcién marginal. Esta funcién y la capacidad de los arcos son
obtenidas mediante el modelo de equilibrio. Para resolver la formulacién alternativa (diferenciable
pero no convexa) aplican un Lagrangiano aumentado que es localmente convergente.

Recientemente Patriksson y Rockafellar [199] han desarrollado un modelo para la gestién téctica del
trafico formulado como un MPEC. El modelo incluye las acciones de gestion: regulacion semaférica,
diseno de redes y tarifacién de la congestién. Estos autores han presentado una reformulacién alter-
nativa a través de un problema no diferenciable linealmente restringido y establecen la convergencia
de una clase de algoritmos para esta nueva formulacién.

Las referencias anteriores son relativas al problema NDP para redes de trafico. En estos modelos
el nivel inferior estd definido por el TAP que puede ser formulado bajo ciertas suposiciones. Yang y
Bell en [243] presentan una revisién bibliogréfica para este tipo de problemas NDP unimodales.

En el contexto de diseno de redes multimodales, Ferrari en [75], introduce un modelo de gestién
del transporte urbano, donde los modos privados y publicos son gestionados conjuntamente por una
autoridad que toma decisiones de tarifacién de arcos, precios de billetes de transporte publico y fre-
cuencias del servicio de transporte publico. El modelo de asignacién bimodal esta sujeto a restricciones
fisicas, operacionales del sistema, de capacidad y presupuestarias. La resolucién de este modelo se
basa en que el nimero de variables es pequeno y permite la obtencién de polinomios de interpolacion
de las funciones de reaccién para el conjunto de variables de disenio. Estas funciones reemplazan al
nivel inferior del problema y se obtiene un problema de optimizacién de un solo nivel.

El diseno de intercambiadores multimodales urbanos puede ser considerado en un nivel de planifi-
cacion téctico y estratégico. A un nivel estratégico se decide la localizacion de los intercambiadores y
la red de alimentacién de estos intercambiadores. Este es un ejemplo de disefio de redes multimodales
que serd estudiado en el capitulo 6. En un nivel tactico se estudian ciertas facilidades de intercambio.
En este capitulo consideramos el precio y las capacidades de los aparcamientos de estos intercambia-
dores considerando que la topologia de la red es fija y conocida. Este es un problema continuo de
diseno de redes multimodales que denominaremos NDP-M. El NDP-M utiliza en el nivel inferior el
modelo con modos combinados TAP-M desarrollado en el capitulo 1. Hemos asumido una formulacién
variacional del problema en el espacio de los flujos en los arcos.
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El capitulo se organiza del siguiente modo. En la seccién 2, presentamos el problema de disefio de
redes (formulacién estdndar), y se da una formulacién alternativa (formulacién no-estdndar) basada
en tomar como variables de diseno el coste generalizado en los arcos asociados a los aparcamientos.
En la seccién 3, describimos la implementacién del SAA para resolver este problema y finalmente, en
la seccién 4 desarrollamos una experiencia computacional con el algoritmo SAA aplicado a las dos
formulaciones. El capitulo se concluye con un apéndice que ilustra la formulacién no-estandar para
costes de inversiones lineales y formas funcionales BPR para los costes de aparcamiento.

5.2 NDP-M: un problema de diseno de redes

El NDP-M estd formulado como un modelo de programacién matemaética con restricciones de equi-
librio. En esta seccién primeramente describiremos el nivel inferior y posteriormente el problema de
optimizacién del nivel superior.

5.2.1 El modelo de asignacién del nivel inferior

En general, la mejora de la red de transporte induce cambios en los flujos en equilibrio sobre la red
multimodal. Con el fin de poder predecir los nuevos patrones de viajes y poderlos integrar en el
proceso de disenio de redes, se requiere de un modelo del comportamiento del usuario a estos cambios
de la red.

Un buen modelo para describir el comportamiento de los usuarios deberia recoger tres efectos
macroscopicos: el efecto que produce la congestién en la redistribuciéon de flujos y demandas en-
tre modos de transporte, el efecto que tienen los aparcamientos en la generacién de demanda y la
competencia entre los aparcamientos.

El NDP-M emplea el modelo combinado de asignacién multimodal TAP-M, desarrollado en el
capitulo 1, para predecir los flujos y la particion modal de la demanda que resultarian de ciertas
politicas de aparcamientos, tales como un incremento o decremento en la capacidad de aparcamiento
o cambios en la tarifacién de los mismos.

El TAP-M, explicitamente, identifica las elecciones efectuadas por un usuario que realiza un viaje
combinado en park’n ride. Estas elecciones incluyen el modo de transporte, eligiendo entre modo
combinado park’n ride, “vehiculo privado” o “metro” y si el usuario realiza un viaje combinado tiene
en cuenta explicitamente la elecciéon del aparcamiento. El modelo describe la eleccion de la ruta
hasta el aparcamiento y del aparcamiento al destino, dentro de la red de transporte piblico. Las dos
primeras elecciones se modelan mediante un modelo logit anidado y la eleccion de la ruta empleando
el primer principio de Wardrop. Los detalles especificos del modelo son analizados en el capitulo 1 y
para detalles mas generales sobre modelos combinados, se pueden consultar los excelentes libros de
Sheffi [210], Orttzar y Willumsem [189] y Patriksson [196].

Cada aparcamiento se representa mediante un arco de transferencia en la red multimodal y los
parametros de las funciones de coste tienen en cuenta factores como las tarifas y capacidades de los
aparcamientos. Estas funciones dan el coste de aparcamiento (tomando el tiempo como unidades) que
es la suma del tiempo empleado en aparcar (bisqueda de un espacio libre y tiempo andando hasta la
parada de metro) y precio del aparcamiento.

Si el coste en los arcos c(f), tiene una matriz Jacobiana no simétrica y el modelo de asignacién
en redes de transporte puiblico puede ser formulado en el espacio de flujos en los arcos, entonces el
TAP-M se puede formular mediante la siguiente desigualdad variacional: encontrar un (f*,g*) € Qf
que verifique

c(f)(f—£) - A(g") (g —g") 20, V(f,g) €O, [TAP-MVIP(c — A, f)]
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donde QF es el espacio de flujo en los arcos y demandas definido por
Qf = {(f,g) : 3h € Oy, cumpliendo f =5"hyg=55h},

con

Qn=SheR /> Y hy=g, weW; h>0

k pePk

El término c(f*)T(f — £*) tiene en cuenta la eleccién de la ruta en la red multimodal y el término
A(g*)T(g—g*) estd asociado con el modelo de demanda que es un logit anidado. Esta funcién produce
el equilibrio en las elecciones del modo de transporte y de aparcamiento. La region factible QF para
las variables (f, g) estd definida por las restricciones de conservacién de flujo, restricciones auxiliares
que relacionan el flujo en los caminos con el flujo en los arcos y la no negatividad del flujo en los
caminos.

5.2.2 El problema de optimizacién del nivel superior

El NDP estd elaborado para seleccionar el incremento 6ptimo de las capacidades (modelizadas como
variables continuas) y de las tarifas de los aparcamientos disuasorios empleados en los viajes combi-
nados park’n ride. Hemos formulado este problema mediante un problema binivel generalizado. En
el nivel superior se deciden la capacidad y las tarifas de los aparcamientos y en el nivel inferior, el
problema variacional TAP-MVIP produce los flujos en equilibrio en los arcos, f*, y la distribucién de
la demanda por modos y aparcamientos, g*, para el valor dado de las variables de diseno.

Asumimos que la autoridad que opera el sistema de aparcamientos elige el valor de las variables de
disefio de modo que el coste total de transporte en un subconjunto de la red (por ejemplo, en la red
de trafico), Ac A, sea minimizado. Es posible elaborar funciones objetivo mds sofisticadas basadas
en la particién modal de la demanda, costes generalizados, costes de inversién, etc.

Supondremos que las variables de diseno estan restringidas a satisfacer un presupuesto y que el
dinero obtenido por las tarifas de aparcamientos es I para el periodo de planificaciéon. Sea T el
conjunto de arcos asociados a los aparcamientos gestionados por la autoridad, a; > 0 el valor de
la tasa impuesta e [ = ), f{'a;. Para dar una mayor flexibilidad a la formulacién consideramos
I =73, crnffa; donde 7 es un pardmetro. Esta formulacién puede tener en cuenta subsidios piiblicos
de dichas tasas.

Supondremos que el coste de operacion para el periodo de planificacion es C'y que es la suma del
coste de gestion mas el coste de amortizacion de la expansién de la capacidad de aparcamientos. Este
coste puede ser considerado como una funcién de la nueva capacidad instalada k; > 0, entonces C' =
> ier St(kt). Supondremos que los aparcamientos ya estdn localizados y tienen ya cierta capacidad
instalada que deseamos mejorar. Esta capacidad adicional se representa por las variables de diseno k;
conteT.

El déficit por periodo de planificacién es la diferencia entre C' e I. Si B es el presupuesto publico
(o privado) para el perfodo de planificacién, entonces las restricciones presupuestarias se formulan

C—-1= ZteT [s¢(ke) —nfia] < B.

El problema de disefio de redes con restricciones presupuestarias se formula por

minimizar y—(a,x)Z = > 4 (£, %) ff
sujeto a  >=, . [se(ke) — nfifai < B,
a; >0, VteT, (5.1)
k>0, VteT,
donde x = (a, k) es el vector de variables de diseflo, que son respectivamente las tarifas y capacidades

de los aparcamientos, c(f*,x) es el coste de viaje para un flujo en los arcos £* y para las variables de
diseno x, y la desigualdad variacional, que define el nivel inferior, fue definida en el capitulo 1.
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Alternativamente, la restriccién presupuestaria la podemos incorporar en la funcién objetivo re-
lajandola Lagrangianamente. Denotando la variable dual asociada a dicha restriccién por A, la funcién
objetivo se formula por

Enlicn Z =Y ", x)f + A Z [st(k:) — nffa:] — AB. (5.2)
x=(k,a) leA teT

La funcién objetivo puede ser vista como un compromiso entre un coste social (coste de congestién) y
un coste monetario de inversién-gestién. El término —AB es constante y se eliminara de la formulacién.

Suponiendo que la restriccién presupuestaria es activa y no degenerada en la solucién 6ptima
entonces A > 0. Si multiplicamos la funcién objetivo del nivel superior por la constante positiva
6 = 1/), la solucién 6ptima del anterior problema de optimizacién no cambia. Esta transformacién
se efectlia para interpretar los costes en unidades monetarias y formulamos el problema de diseno por

minimizar x—(xa)Z = 0 ZleA a(f*,x)fif + 2 cr [5¢(ke) — nfiaq
sujetoa a; >0, VteT,

k>0, VieT, [NDP-M(x)]
c(f*,x)T(f — ) — A(g*) (g —g*) >0, V(f,g)eQf,

5.2.3 Una formulacion no-estandar del NDP-M

En este apartado discutiremos una formulacién alternativa del NDP-M que emplea como variables de
diseno los costes de aparcamientos.

Supongamos que el coste del aparcamiento ¢t € T (conjunto de aparcamientos) estd dado por la
ecuacién

Yt = Ct(ft*axt) = Ct(f:, ag, kt), t (S T (53)

El coste generalizado de aparcamiento, y;, depende del nivel de servicio del aparcamiento ¢, que es f/,
y de las variables de diseno x; = (a¢, k¢). La funcién de coste en un arco genérico | € A es ¢;(f,x) y
puede ser formulada empleando las variables (f,y). Si el arco I no estd asociado a un aparcamiento,
c; solamente depende del flujo en el arco f. En caso contrario, [ € T, el coste de aparcamiento es
exactamente y;. Reescribiendo ¢;(f,x) en funcién de las variables (f,y), obtenemos

Y, sileT,

a(f,y) :{ alf), si l¢T. (5-4)

Formularemos el problema NDP-M(x) en funcién de la nueva variable y. Primeramente conside-
raremos el problema auxiliar definido por las variables x e y.

minimizar x—(a ),y Z(X,y) = 0> c 2 a(f*, ¥) 7+ 2 ier 15e(ke) — nfiai}
sujeto a [INDP-M(x,y])

yt:Ct(fgkaatukt)7 VtET,

at Z 0, vVt € T,

ke > 0, Vit € T,

(B, y)T(F—£) — Ag") (g —g") >0, Y(f,g) e L.

—~ o~~~
I IRIRS
S N N N

Notar que los problemas NDP-M(x,y) y NDP-M(x) son equivalentes.
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Existe una ventaja computacional en considerar el NDP-M(x,y) en el y-espacio, mas que en el
(x,y)-espacio. Esta transformacién se realiza mediante la proyeccion o particionamiento (ver el
trabajo de Geoffrion [111]). Consideremos la siguiente formulacién abreviada del NDP-M(x,y)

min Z(x,y) s. a. G(x,y) =0, x€ X, yeY (5.9)
Xy

donde G(x,y) = 0 es la restriccién (5.5), X estd definido por (5.6) y (5.7), e Y por (5.8).
La proyeccién de (5.9) en y es

min Z(y)s. a. yeYny,

y
donde Z(y)=minZ(x,y)s. a. x€ X, G(x,y)=0
' V ={y/ G(x,y) =0 para algin x € X}

Nétese que Z(y) es un valor éptimo de NDP-M(x,y) para un valor fijo y, que el conjunto V estd
formado por los valores de y para los que Z(y) esta definido, y que Y NV puede ser visto como la
proyeccién de la regién factible de NDP-M(x,y) en el y—espacio.

Ademéds, el problema de la desigualdad variacional (5.8) no depende de la variable x, entonces
los flujos en equilibrio sélo dependen de la variable y. Esta observacion es clave para poder calcular
explicitamente la funcién Z(y). La interpretacién de este hecho es que los cambios de las variables a y
k afectan a las decisiones de los usuarios, debido a que producen cambios en los costes de aparcamiento.
Si cambidramos las variables de disenio de tal modo que el coste de aparcamiento no variase, entonces
no cambiaria el flujo en equilibrio. Para remarcar este hecho denotamos el flujo en equilibrio en el
arco para la variable y por f*(y).

Ahora calcularemos la funcién Z(y). Observamos que el primer término de la funcién objetivo no
depende de x y juega el papel de una constante. Empleando la definicién de Z(y) obtenemos

Z(y) =0 af*(y),y) i (y) +T(y)

lcA

donde I'(y) estd definido por el siguiente submodelo:

D(y) = min > {selke) = nff (y)ar}

x=(a,k
teT

sujeto a

yt:Ct(f:(Y)7at7kt)a VteTv
Qg 20, VtET,
k>0, VteT.

El problema anterior puede ser descompuesto en |T| subproblemas, uno por cada aparcamiento t € T,

DCi(ye) = min  se(ke) —nfiar

Xt:(at,k?t

sujeto a
ye = ce(f s ae, k),
a; > 0,
k: > 0.

El subproblema anterior puede ser resuelto en forma cerrada mediante la utilizacién de las condiciones
de optimalidad de Karush-Kuhn-Tucker. En el apéndice I hemos desarrollado estas condiciones para
un caso particular de las funciones ¢; y s;.

Para calcular el conjunto V', debemos caracterizar los costes de aparcamientos factibles. Empleando
la interpretacion de los parametros a;, k; podemos suponer que el coste de aparcamiento es creciente
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con la tarifa de aparcamiento a;. Entonces y, que representa el coste generalizado de aparcamiento,
serd factible para valores de y suficientemente grandes, debido a que podemos elegir tarifas tan elevadas
como deseemos y por tanto podemos obtener cualquier coste generalizado de aparcamiento que sea lo
suficientemente elevado. Por otro lado, los costes de aparcamientos estdn acotados inferiormente por
el tiempo que se emplea en ir andando del aparcamiento a la parada de la linea de transporte ptblico.
Por eso el conjunto V' serd un intervalo no acotado superiormente.

Formalmente, bajo las suposiciones de que las funciones ¢ (f, at, k) son continuas con respecto a
a; v k¢ para todo valor f > 0, que el limg, o c:(f, at, ki) = +00, que ¢ (f, ar, ki) es estrictamente
creciente en a; y estrictamente decreciente en k;, y que estd acotada inferiormente para todo f > 0, y
que f*(y) > 0 para todo y € V entonces se puede demostrar que
V={y/ ylB <y, te T} donde ylB = i lim ¢ (f*(y),0, k;) (5.10)
t—)

+oo

Finalmente, obtenemos la formulacién del NDP-M(x,y) en el y—espacio, que denominaremos
formulacién no-estandar, y que viene dada por

minimizary, Z(y) =6 ZleA a(t*(y),y)fi(y) +T(y)

sujeto a  ytB <y, VteT,
c(fy)T(f—£) - Ag)T(g—g) >0, V(f,g)ef  [NDP-M(y)

Sea x*(y) una solucién de la aplicacién I'(y) y sea y* una solucién éptima del NDP-M(y), entonces
se cumple que (x*,y*) es una solucién éptima del NDP-M(x,y) para cualquier punto x* € x(y*) y
ademds x* es una solucién 6ptima del NDP-M(x).

Es importante resaltar que el NDP-M(y) opera con unos costes en los arcos diferentes al NDP-M(x).
En el NDP-M(y) se reemplazan las funciones de coste no lineales de los aparcamientos empleados en
el NDP-M(x) por unas funciones constantes, haciendo que el cdlculo del estado de equilibrio sea
computacionalmente mas facil.

5.3 El algoritmo del recocido simulado (SAA)

Friesz y otros demostraron en [89] la posibilidad de emplear un algoritmo de recocido simulado (SAA)
para calcular un 6ptimo global del problema NDP para pequenas redes de trafico. Este método
conduce a soluciones que son mejores que los métodos heuristicos desarrollados. Esta es la principal
motivacién para elegir el SAA para resolver el NDP-M.

En esta seccién discutiremos la aplicacién del SAA al problema de optimizacién continuo NDP-
M(y) o NDP-M(x). Para abordar ambos problemas, de una manera unificada, denotamos por v la
variable de diseno y por Z(v) el valor de la funcién objetivo del nivel superior, en el punto v.

Sea vo1q una solucién dada, seleccionaremos una solucién candidata vyey del entorno S(veg). La
solucion se acepta si reduce el coste. En caso contrario, v,ew puede ser aceptada con la probabilidad

exp — (Z(Vnewi:(}z<vold>> (5.11)

y serd rechazada con la probabilidad complementaria. 7 es una constante positiva y K es una
constante que depende del coste del sistema. 7 es la denominada temperatura del proceso y permite
definir pequenos o grandes movimientos en las variables de optimizacion.

Siguiendo el trabajo de Friesz y otros en [89], seleccionaremos una solucién candidata del siguiente
modo. Sea vgq el actual valor de las variables de disefio. Para determinar la solucién candidata
perturbamos aleatoriamente la variable actual del siguiente modo

Vinew = Vold T € (512)
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donde € = Qu y u es un vector aleatorio (... ,us,...) cuyas componentes u; son variables aleatorias
independientes y aleatoriamente distribuidas en el intervalo [—\/5, \/3] La matriz Q define la estrate-
gia de muestreo del entorno S(voq) de la actual variable de diseno, controlando la distribucién del
tamano del paso

Una diferencia importante del NDP-M(v) respecto al NDP, aplicado a redes de tréfico, es que el
problema de optimizacién NDP-M(v) estd restringido. La variable de diseno estd acotada inferior-
mente, esto es

VLB S Vinew

El valor de vip es 0 para el NDP-M(x) y estd definido por (5.10) para el NDP-M(y). Nétese que en
el NDP-M(y) la desigualdad es estricta, esto es vip < Vpew. Bajo un punto de vista computacional,
la cota inferior es reemplazada por vy + J, para un valor de § positivo y suficientemente pequeno y
la desigualdad estricta es considerada como una desigualdad de menor o igual.

En la muestra aparecen soluciones no factibles, para evitar esta dificultad de aplicacién en el SAA,
las soluciones candidatas son proyectadas en la region factible. En el caso que estamos considerando,
esta proyeccién se calcula facilmente mediante

Vinew = maX{VLBa Vold + 6} (513)

tomando el maximo componente a componente.

Vanderbilt y Louie en [231] observan que la maxima eficiencia del algoritmo SAA se obtiene cuando
la mitad de las soluciones candidatas son aceptadas. Para este fin, es recomendable que la regién de
muestreo dependa de la “topografia” de la funcién objetivo. Estos autores sugirieron un mecanismo
para la determinacién de la matriz Q basado en el paseo aleatorio (soluciones aceptadas) en una
fase de temperatura determinada. Considerar que los dos primeros momentos del paseo aleatorio se
calculan por

1 M)
BY = 2w (5.14)
m=1
1 M)
(n) _ (m;n) (n) (m;n) (n)
S V(o) Z o = B [~ By (5.15)
i=

donde v(™™) es el valor de v en el m—ésimo paso de la n—ésima “temperatura” y M () es el nimero de
soluciones aceptada en la n—ésima temperatura. Nétese que estos célculos son efectuados solamente
con las soluciones aceptadas. S describe el paseo aleatorio del actual segmento.

La matriz de varianza-covarianza para la (n+ 1)—ésima temperatura, s("t1) | eg elegida como sigue

n XS n
St _ ﬁM(")S( ) (5.16)

donde la constante x; es el “factor de crecimiento”, tipicamente > 1. El parametro (3 es una constante
que le hemos dado el valor 0.11 como se sugirié en el trabajo de Vanderbilt y Louie [231].

El paso Q™1 se elegird de modo que se obtenga la matriz de varianza-covarianza deseada, s("t1),
y este paso puede ser obtenido factorizando la matriz s(**1) mediante la descomposicién de Cholesky

g(n+1) — QD) . (QnHL)T (5.17)

Para que sea posible calcular la descomposicién de Cholesky la matriz s(*T1) debe ser simétrica y
definida positiva, por ser s("t1) una matriz de varianza-covarianza serd siempre simétrica, pero podria
no ser definida positiva. Un procedimiento modificado de Cholesky, para la factorizacion de una matriz
indefinida, consiste en incrementar los elementos de la diagonal durante el proceso de fatorizacién de
Cholesky (ver Nocedal y Wright [183]). Este algoritmo puede ser visto como la aplicacién de la
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factorizacién de Cholesky a la matriz modificada Ps"tpT 4 E, donde E es una matriz diagonal

cuyos elementos son no negativos y P es una matriz de permutacién de filas y columnas.

En este trabajo, hemos planteado una modificacién alternativa de la factorizacién de Cholesky
basada en la propiedad de que los elementos de la diagonal de s("*t1) son no negativos (representan
la varianza de variables aleatorias), la cual puede ser vista como la aplicacién de la factorizacién de
Cholesky a una aproximacién definida positiva a s("*1). Hemos considerado dos casos: el primero
aparece debido a la no convexidad del NDP-M(v) que genera aproximaciones no definidas positivas
de la matriz Hessiana y el segundo caso es debido a la restricciones (5.13), que fuerzan a las variables
de optimizacién a sus cotas inferiores, haciendo que todos los candidatos tomen el mismo valor en
cierta variables. Esto provoca que la varianza muestral y todas las covarianzas asociadas con dichas
variables sean cero, produciendo una fila y columna de ceros y haciendo, por tanto, que la matriz
s("*t1) sea singular. A continuacién consideramos las aproximaciones empleadas en cada caso.

o Caso |: todos los elementos de la diagonal de s("*1) son positivos pero s(*1) no es definida positiva.
Para este caso la aproximacion elegida es

st & A+ 4 (s DY) con a € (0,1) (5.18)

donde D™ *1) es la matriz diagonal de s(**+1).

Notar que si &« — 0, la matriz del lado derecho tiende a Dt que es una matriz definida
positiva. Esto implica que, para algun valor de «, la aproximacién es definida positiva. Para
obtener « realizamos varias pruebas hasta que (5.18) se cumpla.

o Caso Il: al menos un elemento de la diagonal de s("*1) es cero. Para este caso podemos utilizar
la modificacion comun de la factorizacién de Cholesky, que anade un multiplo de la matriz
identidad I a la matriz indefinida. Es decir, consideramos

st ~ s+ L o1 con e > 0 (5.19)

Empleando este procedimiento obtenemos una matriz definida positiva o una matriz que satisface
el caso I. Se puede seleccionar un valor arbitrario de €, o emplear la modificacién de Gershgorin
que incrementa la diagonal tanto como sea necesario para obtener que la matriz sea definida
positiva (ver Nocedal y Wright [183]).

Analizado el método de muestreo empleado por el SAA, se requiere estudiar un conjunto de
pardmetros del SAA. La eficiencia computacional del SAA depende de este conjunto pero no ex-
iste una regla general para seleccionarlos. Su seleccién se realiza por ajuste individualizado para cada
problema concreto. A continuacién presentamos el conjunto de reglas empleadas en la implementacién
realizada del SAA.

(a) En la préctica el pardmetro de la temperatura es disminuido a lo largo del proceso algoritmico.
Denotamos respectivamente los valores iniciales y finales de la temperatura por 7o y 7;. La
regla empleada para decrecer este parametro es 7 = a7 donde « es el pardmetro de recocion,
cumpliendo 0 < o < 1. Cuando la temperatura es suficientemente baja (menor que 7y) la
btusqueda finaliza.

(b) Cuando el sistema estd en equilibrio, la temperatura del sistema debe ser cambiada. Usual-
mente este equilibrio estd caracterizado por dos pardmetros: NAC' que es el méximo nimero
de configuraciones aceptadas y NRC' que es el maximo numero de configuraciones rechazadas
consecutivamente.

(c) La probabilidad de aceptar una solucién peor que la actual estd definida por (6.16) y en el

estadio inicial ésta es
Ac
= exp —
p P %7,
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donde Ac es el incremento del coste del sistema, esto es ¢ — ¢(9), donde ¢ y ¢(©) son los costes
de la configuracion nueva y de la inicial respectivamente. Si consideramos que esta probabilidad
debe ser un cierto valor p, entonces K debe satisfacer

—Ac

Tolog(p)

Esta relacién se usa en la fase de inicializacion, para calcular el valor de la constante K. Por
ejemplo, sea 7y = 1 y se considera una probabilidad de p = 0.1 de aceptar una solucién un 5%
peor que la inicial ¢(%)| en este caso Ac = 0.05 |c(0) |, obteniendo

—0.05 ||

— o = 0.0217 [
1 % log(0.1) ¢

La adaptacién del SAA al NDP-M(v) teniendo en cuenta las reglas anteriores estd recogido en la

tabl

ab.l.

Tabla 5.1: El algoritmo del recocido simulado aplicado al NDP-M

—_

. (Inicializacién):. Encontrar una solucién inicial v(?). Sea ¢® = Z(v(®) su coste. Tomar
Corq = 0 Y Vold = v, Definir Ty, Ty, y a. Definir K de acuerdo con la regla (c). Seleccionar
los pardmetros NAC y NRC como en (b). Inicializar la solucién éptima v* = v(©) y ¢* = ¢(©),
Inicializar los contadores cNAC=0 y ¢cNRC=0. Definir Q(®) = ¢I donde ¢y > 0. Tomar n = 0,
y M =0.

Generar un vector aleatorio u y vypew = max{viyp, Vold + Q(")u}.

Resolver el modelo de equilibrio TAP-M para el valor v = Vyey. S€a Cpew = Z(Vpew) €l coste de
la solucién vyey.-

Si Cpew < € entonces v = Vyew ¥ € = Chew-

5. Si Chew < Cold €NtONCES Vold = View, Cold = Cnew, CNAC = ¢cNAC + 1, cNRC =0, M = M + 1

y vIM) = v, .. En caso contrario, tomar Voiq = Vpew con probabilidad p = exp —[(cpew —
cold)/KT] y Vold = Vola con probabilidad 1 — p e incrementar el contador, cNRC = ¢cNRC + 1.

SicNAC = NAC o cNRC = N RC entonces disminuir la temperatura 7 = o7, tomar cNAC =
0y ¢NRC = 0. Actualizar Q empleando la factorizacién de Cholesky modificada; las iteraciones
v parai=1,...,M;y las férmulas (5.14)-(5.19). Tomar n =n+ 1y M = 0.

Si T < Ty parar. En caso contrario volver al paso 2.

5.4 Experimentos numéricos

En esta seccion hemos realizado varios experimentos numéricos para evaluar las principales contribu-
ciones de este capitulo. Estos experimentos se han agrupado en tres bloques para contestar a las

sigu

ientes preguntas.

o (El SAA puede ser aplicado satisfactoriamente para resolver problemas de pequefio o incluso de

mediano tamano?

¢ ;Cuél de las dos formulaciones (estdndar y no-esténdar ) del NDP-M tiene mejor comportamiento

computacional?

¢ ;Coémo se puede emplear el NDP-M en las aplicaciones?
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GaMNDP NgD2NDP

— Red de metro -+ Aparcamiento /A Centroide

mm Red de trafico O Nodo

Figura 5.1: Grafo de las redes GaMNDP y NgD2NDP

Tabla 5.2: Tamano de las redes de prueba

# # # Total de
Problema  |N]| |A] |T| |W| Centroides demandas variables
NgD2NDP 26 45 3 4 4 20 65
NgD2NDP1 26 45 3 4 4 20 65
GaMNDP 13 4 4 4 3 28 72
Hul2NDP 1002 1678 47 142 23 757 2435

En el experimento I validamos la adaptacién del SAA para el NDP-M. En el experimento 1T hemos
realizado una comparacién entre la formulacién estdndar (NDP-M(x)) y no-stdndar (NDP-M(y)).
Este problema de diseno en redes multimodales se ha formulado para planificar las capacidades y
tarifas de los aparcamientos empleados en los viajes combinados park’n ride. En el experimento II1
hemos ilustrado el uso del NDP-M para este objetivo.

En los experimentos numéricos hemos empleado cuatro redes de pruebas denominadas: NgD2NDP,
NgD2NDP1, Hul2NDP y GaMNDP. Las tres primeras estan definidas sobre redes de tréafico existentes
(Nguyen y Dupuis [179] y Florian [80]) y la ultima ha sido desarrollada para este trabajo. Las redes
NgD2NDP y NgD2NDP1 tienen la misma topologia pero se diferencian en su parametrizacion. Su
grafo junto el de la red GaMNDP se muestran en la figura 5.1.

El tamano de las redes esté recogido en la tabla 5.2. |A] es el ntimero de nodos, |A| el nimero de
arcos, |T| el nimero de aparcamientos y |W| el nimero de pares origen-destino.

En los experimentos numéricos, hemos considerado los modos coche (a), metro (b) y park’n ride
(¢). El nimero de componentes de la particién de la demanda es el nimero de componentes del vector
g = (9%, 95,) donde w e W, k € {a,b,c} y t € T. El ntimero de variables es la suma de variables de
flujo en los arcos mas el nimero de variables de demanda. Notar que el niimero de variables de disenio
es 2|T| para el NDP-M(x) y |T'| para el NDP-M(y).
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Tabla 5.3: Pardmetros de la red GaMNDP

LS
Cl(fl)IAl+Bl (If(_ll> ,ZG.A—T

161

Arc ! Al Bl Kl Arcl Al Bl Kl
(2,1)  51.00 3.33 4.50 (1,2) 58.5 3.33 4.50
(3,2) 58.90 3.33 4.50 (2,3) 56.70 3.33 4.50
(1,3)  65.80 3.33 4.50 (3,1)  60.60 3.33 4.50
(5,8) 16.50 .00 1.00 (8,5) 16.50 .00 1.00
(9,5) 66.30 .00 1.00 (5,9) 66.30 .00 1.00
(4,6) 27.30 .00 1.00 (6,4) 27.30 .00 1.00
(74) 1450 .00 1.00 (4,7) 1450 .00 1.00
(10,11) 50.10 .00 1.00 (11,10) 50.10 .00 1.00
(7,3)  24.80 .00 1.00 (3,7) 24.80 .00 1.00
(3,13) 64.70 .00 1.00 (13,3) 64.70 .00 1.00
(2,6) 34.80 .00 1.00 (6,2) 34.80 .00 1.00
(2,9) 14.90 .00 1.00 (9,2) 14.90 .00 1.00
(1,12) 47.30 .00 1.00 (12,1) 47.30 .00 1.00
(1,8)  24.80 .00 1.00 (81) 24.80 .00 1.00
(10,12) 7.50 .00 1.00 (12,10) 15.00 .00 1.00
(13,11) 15.00 .00 1.00 (11,13) 7.50 .00 1.00
(10,5) 14.25 .00 1.00 (5,10) 16.70 .00 1.00
(12,5)  7.50 .00 1.00 (5,12)  5.00 .00 1.00
(13,4) 7.50 .00 1.00 (4,13) 5.00 .00 1.00
(11,4) 1420 .00 1.00 (4,11) 16.70 .00 1.00

ci(feyae, ki) = A + ar + By (thikt)zla teT

Z(x)=10 ZleA a(f, x)fi" + ZteT [Stkt - nft*at:l
AI‘C t At Bt Kt St AI‘C t At Bt Kt St

(1,12) 7.80 6.00 0.50 100.0 (1,8) 14.60 6.00 0.50 100.0
(3,7) 16.10 6.00 0.50 100.0 (3,13) 10.70 6.00 0.50 100.0
=15 n=25

Modelo de demanda
O-D Demanda Tasa de Modelo logit
par de viajes ocupacion anidado
(1, 2) 5.50 1.1 a*=20 p =001
(1,3)  6.00 1.1 a’=1.0 f2=0.05
(3, 1) 7.50 1.1 a®=30 6,=1.0
(3, 2) 8.00 1.1 af =10 6,=1.0

Las tablas 5.3, 5.4 y 5.5 recogen las funciones empleadas para el coste de viaje en cada arco
y de inversién, ademds de los parametros del modelo logit anidado. Las tablas estan asociadas a
las redes GaMNDP, NgD2NDP y NgD2NDP1. Hemos empleado costes de inversién lineales, esto es
st(k;) = Siky, y hemos usado expresiones del tipo BPR ([185]) para modelar los costes de aparcamiento.
En el apéndice I, se muestra la solucién del submodelo I'(y) de forma cerrada. Hemos omitido los
parametros y el grafo de Hul2NDP para ahorrar espacio.

Los pardmetros usados por el SAA en estos ejemplos, estan recogidos en la tabla 5.6. Su obtencion
se ha realizado mediante un laborioso proceso de ajuste a las redes de prueba. El parametro v es
empleado en la inicializacién de la matriz Q(©). En la formulacién estdndar, las variables de disefio
son la capacidad y las tarifas de los aparcamientos y éstas poseen diferentes unidades. Por este motivo
hemos introducido un parametro 1 por cada tipo de variable. El primer valor del pardametro v esta
asociado a los precios y el segundo a las capacidades.

La codificacién del SAA se ha realizado en FORTRAN Visual Workbench y se han empleado doble
precisién. Las pruebas numéricas se han realizado en un ordenador PC con 384 megabytes de memoria
RAM a 400 MHz.
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Tabla 5.4: Parametros de la red NgD2NDP

a(fi) = A+ Blfl2, le A-T

AI“C l Al Bl AI“C l Al Bl
) 7.0 .3250E-04 (1,12) 9.0 .2000E-04
) 9.0 .2000E-04 (4,9) 12.0 .1300E-03
) 3.0 .3750E-02 ( 5,9) 9.0 .3750E-02
,7) 5.0 .6250E-02 ) 13.0 .2500E-02
) 5.0 .6250E-02 7,11) 9.0 .6250E-02
) ) 10.0 .2500E-02
10,11) 6.0 .1250E-02
) 8.0 .5000E-02
12,8) 14.0 .5000E-02
) 7.0 .6250E-02
) 9.0 .5000E-02
) 3.0 .3750E-02
) 5.0 .6250E-02
20,21) 5.0 .6250E-02

)

)

)

)

)

(
(
(
(
9.0 .6250E-02 (
) 9.0 .2500E-02 (
) 9.0 .2500E-02 (
) 7.0 .1250E-02 (
13,3) 11.0 .5000E-02 (
) 9.0 .5000E-02 (17,18
) 12.0 .2500E-02 (
) 9.0 .3750E-02 (
) 13.0 .2500E-02 (
20,24) 9.0 .6250E-02 ( 9.0 .6250E-02
) ( 9.0 .2500E-02
) ( 9.0 .2500E-02
) ( 7.0 .1250E-02
) ( 11.0  .5000E-02
(
(

10.0  .2500E-02
6.0 .1250E-02
8.0  .5000E-02
14.0  .5000E-02
1,14) .0 .0000E+-00 ) .0 .0000E+-00
16, 3) .0 .0000E+00 ( 4,17) .0 .0000E4-00

ct(fe,ar, k) = At + ar + By (ﬁ)ﬂ te’l
Z(x) =0, i alf X) 5+ 2 cp [Stke — nfiai
Arc t At Bt Kt St Arc t At Bt Kt St
(9,22) 10.0 5.0 100.0 10.0 (5,18) 9.0 5.0 100.0 10.0
(12,25) 11.0 5.0 100.0 10.0 0=15 n=15

Modelo de demanda

O-D Demanda Tasa de Modelo logit
par de viajes ocupacién anidado

(1, 2) 800.0 1.0 a®=0.0 p =0.01
(1,3) 1600.0 1.0 a®=0.0 B2=0.05
(4,2)  1200.0 1.0 a®=0.0 6,=0.05
(4,3)  400.0 1.0 of =1.0 6, =003
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Tabla 5.5: Parametros de la red NgD2NDP1

Cl(fl) =Afi,le A-T

Arc | A; Arc ] A Arcl A Arc | A
(1,5) .1250E-01 (1,12) .1000E-01 (4,5) .1000E-0L (4,9) .5000E-02
(5.6) .7500E-02 (5, 9) .7500E-02 (6,7) .1250E-01 (6,10) .5000E-02
(7.8)  .1250E-01 (7.01) .1250E-01 (8,2) .1250E-01 (9,10) .5000E-02
(9,13)  .5000E-02 (10,11) .2500E-02 (11,2) .5000E-02 (11,3) .1000E-01
(12,6) .2500E-02 (12, 8) .1000E-01 (13,3) .1000E-01 (14,18) .1250E-01
(14,25)  .1000E-01 (17 18) .1000E-01 (17,22) .5000E-02 (18,19) .7500E-02
(18,22) .7500E-02 (19,20) .1250E-01 (19,23) .5000E-02 (20,21) .1250E-01
(20,24) .1250E-01 (21,15)  .1250E-01 (22 23) .5000E-02 (22,26) .5000E-02
(23,24) .2500E-02 (24,15) .5000E-02 (24,16) .1000E-01 (25,19) .2500E-02
(25,21)  .1000E-01 (26,16) .1000E-01 ( 1,14) .0000E+00 (15,2) .0000E+00
(16, 3) .0000E400 ( 4,17) .0000E+00

co(fr,a, k) =

Acta+ B (i) teT

X) = HZZEA Cl f , X fl + ZtET [Stkt — nft*at]

AI‘C t At Bt Kt St AI‘C t At Bt Kt St
(9,22) 100 0.1 50 1.0 (5,18) 9.0 0.1 50 1.0
(12,25) 11.0 0.1 50 1.0 0=25 n=25

Modelo de demanda

O-D Demanda Tasa de Modelo logit
par de viajes ocupacién anidado

(1, 2) 800.0 1.0 a®=0.0 p =0.02
(1,3) 1600.0 1.0 a®=0.0 B2 =0.03
(4,2) 1200.0 1.0 a®=0.0 6,=1.00
(4, 3) 400.0 1.0 af =10 6,=1.00

Tabla 5.6: Pardmetros empleados por el SAA para los ejemplos de prueba

Pardmetro

NgD2NDP NgD2NDP1 GaMNDP Hul2NDP

Xs: fctor de crecimiento en el NDP-M(x).
Xs: factor de crecimiento en el NDP-M(y).

To: temperatura inicial
T;: temperatura final

NAC: # configuraciones aceptadas
NRC: # configuraciones rechazadas

K: escala temperatura

a: pardametro de recocido
% inicializacién de Q° en el NDP-M(x).
4 inicializacién de Q° en el NDP-M(y).

7
7
1.0
0.2
20
20
0.001
0.7
5/30
10

0.5
2.0
1.0
0.2
10
20
0.002
0.7

2/50 10/0.05

5

2.0
7.0
1.0
0.2
20
30

0.001

0.7

5

2.0
7.0
1.0
0.2
10
20
0.002
0.7
1/25.
1
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5.4.1 Experimento I: validacién del SAA

Existen dos cuestiones fundamentales que deben ser investigadas para validar el uso del SAA para la
resolucién del NDP-M:

o Convergencia a la solucién éptima. Existe un resultado tedrico que asegura la convergencia a la
solucién éptima con probabilidad uno, bajo la hipétesis de que la funcién objetivo Z(v) se puede
evaluar de forma exacta. En esta aplicacién no es posible resolver de forma exacta el modelo de
equilibrio TAP-M y por tanto la convergencia no esta garantizada.

o Eficiencia computacional. El SAA genera una gran cantidad de soluciones candidatas y es por
tanto obvio que el SAA sélo se puede aplicar a problemas de una importancia significicativa,
donde el coste computacional estd justificado. Para decidir si el SAA es un método eficiente o no
deberfamos compararlo con algin otro. Esta comparacién impone un nimero de problemas del
nivel inferior que se deben resolver para alcanzar una determinada precisién. En esta situacién,
la aplicabilidad del SAA dependera del niimero de problemas de equilibrio que se deben resolver
y el tiempo empleado para resolver cada uno de ellos y éste dependerd de su tamano y el nivel de
precisién requerido en su resolucién. En este experimento estamos interesados en la aplicabilidad
del SAA y no en su eficiencia comparada a otros métodos.

El coste computacional estd fuertemente influenciado por el algoritmo empleado para resolver el
modelo de equilibrio TAP-M. Un esquema eficiente, empleado por Friesz y otros [89] cuando aplicaron
el SAA al NDP para redes de trafico, consta de dos etapas. En la primera etapa se emplea un algoritmo
basado en la generacién de caminos, por ejemplo el algoritmo de Frank-Wolfe, y en la segunda se
utiliza el método de proyeccién de Bertsekas-Gafni en [21]. Este algoritmo opera directamente sobre
los caminos obtenidos en la primera fase, resolviendo los problemas de equilibrio sobre el conjunto de
caminos generados en la primera etapa. Este procedimiento simplifica cada problema de equilibrio
a uno con restricciones de no negatividad en los caminos y proyecta en ellos la demanda. Esto hace
muy econoémico calcular las soluciones candidatas, haciendo que el método SAA sea atractivo.

Este esquema puede ser facilmente adaptado al NDP-M. En este trabajo solamente discutimos la
primera fase del algoritmo. Hemos considerado la clase CG/SD desarrollada en los capitulos 2 y 3
como métodos a emplear en esta primera fase. Empleando la notacién introducida en estos capitulos
hemos empleado el algoritmo FW&;"e.

El primer experimento evalia el coste de congestion Zle aa(f,x)f; para las variables de disefio
x = 0 con varias realizaciones del algoritmo CG/SD. Estos algoritmos estdan definidos por los valores
del pardmetro n. € {3,5,7,10}, que representan el nimero de iteraciones realizadas por el algoritmo de
Frank-Wolfe para generar la columna en la fase CGP. El punto inicial de arranque de estos algoritmos
se obtiene a partir de los costes en la red sin flujo.

En la figura 5.2 se ven los resultados obtenidos para la red de prueba Hul2NDP. La figura de
la izquierda muestra la evolucién del coste de congestion frente al tiempo de CPU empleado y la
grafica de la derecha muestra esta evolucién frente al nimero total de iteraciones del algoritmo de
Frank-Wolfe. Notar que en una iteracién principal del algoritmo CG/SD se realizan n. iteraciones del
algoritmo de Frank-Wolfe.

La principal conclusién es que el algoritmo CG/SD tiene mejor comportamiento respecto al tiempo
de CPU e indica que es recomendable incorporar este algoritmo en el SAA frente a un algoritmo de
Frank-Wolfe. El tiempo de CPU empleado por el algoritmo CG/SD estd comprendido en el intervalo
5 — 10 segundos, dependiendo del punto inicial. Esto indicaria que el SAA podria ser aplicado sobre
redes de tamano moderado (Hul2NDP tiene 2.435 variables) debido a que tres o cuatro mil problemas
de equilibrio podrian ser resueltos en un tiempo razonable.

El segundo experimento esta disenado para evaluar la convergencia del algoritmo SAA y su eficien-
cia en funcién del algoritmo CG/SD empleado en la resolucién del TAP-M. Hemos comparado tres
algoritmos. El primero estd motivado por las conclusiones computacionales obtenidas por Friesz y
otros [89] que indican que entre 3 — 5 iteraciones del algoritmo de Frank-Wolfe generan soluciones bas-
tantes precisas con un coste reducido. El segundo algoritmo incrementa a 15 el nimero de iteraciones
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Figura 5.2: Evaluacién del coste de congestién

empleadas por el algoritmo de Frank-Wolfe. El tercero es un algoritmo CG/SD con 5 iteraciones

principales y el parametro n, = 3. Los dos ultimos algoritmos generan soluciones mucho més precisas
del TAP-M.

La figura 5.3 muestra los resultados obtenidos para la formulacion estandar y la no-estandar. La
formulacién estandar, NDP-M(x), detecta un problema no acotado, que es una situacién imposible.
Este comportamiento se explica por la pérdida de la convergencia del SAA debido a la resolucién
no suficientemente precisa de los problemas del nivel inferior. Para ilustrar esta afirmacién hemos
recalculado la solucién obtenida por cada uno de los algoritmos de forma muy exacta. Para este fin
hemos empleado 30 iteraciones principales del algoritmo CG/SD utilizando un valor del pardmetro
n. = 10. Los resultados son mostrados en la tabla 5.7. La primera columna, es el coste de inversion
para extender la capacidad de aparcamiento, la segunda recoge los ingresos obtenidos de la tarifacién
de los aparcamientos, la tercera es el coste de transporte en el sistema (coste de congestién) y la ultima
columna muestra el coste total. Observar que todas las soluciones obtenidas son superiores al valor
de 10,000. Esta evidencia muestra una gran discrepancia entre el valor aproximado calculado en la
figura 5.2 y el valor exacto Z(v).

. Qué es lo que ha ocurrido? Lo que ha sucedido es que la convergencia del método se ha perdido.
Este efecto se puede explicar del siguiente modo. Si la autoridad decide unas tarifas de aparcamiento
elevadas entonces los usuarios cambiaran de aparcamiento o de modo de transporte. Es decir, los
usuarios estarian incentivados a abandonar los viajes combinados park’n ride y utilizarian el metro o
su vehiculo privado para realizar su viaje. Sila precision en la evaluacion de la respuesta de los usuarios
(resolucién del TAP-M) es insuficiente entonces la solucién aproximada del TAP-M no capta el efecto
de que los usuarios dejan de utilizar los aparcamientos debido a sus tarifas elevadas. Por tanto, la
solucién del TAP-M contiene una sobreestimacion de la demanda de aparcamiento, ya que realmente
los usuarios dejan de utilizarlos. Por otro lado, las tarifas son muy elevadas y por tanto se sobrestima
los ingresos mediante la tarifacion de los aparcamientos, produciendo que el coste aproximado de esta
configuracién sea menor (aunque el coste real se mayor) que el de la solucién actual y por tanto sea
aceptada.

Una situacion limite estaria en poner tarifas astronémicas, por ejemplo, igual al valor del coche. La
respuesta del usuario haria que los aparcamientos no tendrian demanda. En la resolucién del modelo
de equilibrio, iteracién tras iteracién, los usuarios van abandonando el uso de los aparcamientos, pero
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Figura 5.3: Eficacia del SAA frente al algoritmo empleado en la resolucién del TAP-M

si interrumpimos demasiado pronto este proceso existiria una excesiva demanda que haria aceptar

como 6ptimo esta politica de tarifas. Este mismo efecto explica la apariencia no acotada del problema
NDP-M(x).

Tabla 5.7: Evaluacion “exacta” de las soluciones obtenidas

Algoritmo Form. estandar.

para el TAP-M S Se(ky) =donfiar 0> a(E*,x")f  Z(x")
FW, 5 iter. 10643.51 -772.80 11614.23 21484.94
FW, 15 iter 5957.49 -761.244 10485.66 15681.91
CG/SD, 5 x 3 iter 10359.10 -8246.04 10961.71 13074.71
Algoritmo Form. no-estdndar.

para el TAP-M SSuky) =D onfiai 0> alf*,y");  Z(y")
FW, 5 iter. 6045.05 -17.02 11225.31 17253.34
FW, 15 iter 2101.84 -733.34 10393.86 11762.36
CG/SD, 5 x 3 iter 793.88 -748.24 10638.71 10684.36

Notar que la mejor solucién encontrada se obtiene empleando el algoritmo CG/SD y la formulacién
no-estandar (Z = 10684.36). Este resultado es exactamente el opuesto al derivado del andlisis de la
figura 5.3.

Este ejemplo recomienda una gran precisién en la resolucién del TAP-M a temperaturas elevadas.
Esta es la principal motivacién de considerar los algoritmos CG/SD como apropiados. Hemos empleado
15, 10 y 10 iteraciones principales del algoritmo CG/SD para valores n. = 6,15 y 6 para las redes
NgD2NDP, NgD2NDP1 y GaMNDP respectivamente.

Para concluir el experimento I, realizamos unas consideraciones con el objetivo de explicar por qué
es adecuado utilizar unas 5 iteraciones del algoritmo de Frank-Wolfe en el SAA aplicado al NDP y sin
embargo no lo es para el NDP-M. Cuando el SAA progresa y las temperaturas son bajas, las soluciones
candidatas son parecidas a la solucién actual y por tanto el punto de partida para el algoritmo de
Frank-Wolfe (flujos 6ptimos de la solucién actual) estd muy cerca de la verdadera solucién, siendo
suficiente realizar esas cinco iteraciones para obtener una gran exactitud de la solucién candidata, es
decir, en el limite, los problemas TAP son resueltos de forma exacta. Este efecto también es cierto
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para el NDP-M, pero el hecho de que al principio la solucién aproximada de la funcién objetivo (por
resolverse aproximadamente el TAP-M) constituya una cota inferior del NDP-M, provoca la pérdida
de la convergencia en la mayoria de los casos, haciendo que los problemas TAP-M no sean resueltos
de forma exacta en el limite.

La diferencia sustancial del NDP con el NDP-M, que es la que produce la pérdida de la convergencia
del SAA, es que los objetivos del nivel superior e inferior del NDP van a la par, esto es, que muchas!
de las direcciones de descenso de una funcién objetivo también lo son para la otra funcién objetivo, sin
embargo, esto no ocurre con el NDP-M, basta considerar direcciones donde se incremente las tarifas
de los aparcamientos.

5.4.2 Experimento II: comparaciones entre las formulaciones estandar y
no-estandar

El experimento II ha sido disenado para comparar las formulaciones NDP-M(x) y NDP-M(y). Se ha
empleado el mismo conjunto de pardmetros para el SAA (ver la tabla 5.6) y el mismo algoritmo para
resolver el TAP-M en las dos formulaciones .

Los experimentos computacionales realizados en el experimento I sugieren que la formulacién no-
estandar tiene mejores propiedades de convergencia. Esto puede ser debido a que la formulacién
no-estandar requiere un menor numero de iteraciones que la formulacién estandar para resolver sat-
isfactoriamente el TAP-M. Esto puede ser debido a que la formulaciéon no-estandar emplea costes
lineales en los arcos asociados a los aparcamientos, reduciendo el grado de no linealidad del TAP-M.
La precision obtenida para estos problemas es mayor que la que se obtiene con la formulacion estandar.

Los resultados obtenidos para cada formulacién pueden ser explicados por las caracteristicas de la
propia formulacién y/o por el comportamiento aleatorio del SAA, es decir, por la secuencia de ntimeros
aleatorios empleados. Esto podria conducir a que los resultados obtenidos en el experimento I, donde
la formulacién no-estandar posee mejores propiedades de convergencia, pudieran ser debidos al azar y
no a la propia formulacién. Por ese motivo, se ha disenado el primer experimento para decidir si las
diferencias obtenidas entre las dos formulaciones son debidas al azar o a las caracteristicas de cada
formulacién. En este experimento se realizan 10 pruebas para cada formulacion, empleando diferentes
semillas para la generacién de la secuencia de nimeros aleatorios. Con los resultados obtenidos se
ha realizado el test no paramétrico de rangos ya que el tamano muestral es pequefio (ver Coffin y
Saltzman [54]). Los tests que han resultado significativos a un nivel de significacién de o = 5% son
marcados con el simbolo f.

El primer test estadistico (ver el segundo bloque de la tabla 5.8) se realiza para decidir si el ndmero
total de iteraciones es igual para ambas formulaciones. El tercer bloque de la tabla 5.8 evalia si el
namero de iteracién en que alcanzan la mejor solucién es menor en una formulacién que en otra y
el tercer test realizado (bloque cuarto) plantea si una formulacién obtiene mejores soluciones que la
otra. El valor mostrados en la tabla para los dos primeros tests es el niimero medio de iteraciones
en las diez pruebas. Los resultados obtenidos indican que la formulacién no-estandar es mejor que la
estandar para los tres problemas de prueba. Para los dos primeros esta mejora es debido a que alcanza
una mejor solucién y en el tercer problema esta mejora es debida a que las soluciones, aunque no son
mejores, son obtenidas con un ntimero menor de iteraciones y por tanto con un coste computacional
menor.

Las conclusiones anteriores no son suficientes para concluir que es preferible elegir la formulacién
no-estandar frente a la estandar en redes reales, ya que los experimentos son realizados sobre redes de
pequeno tamano. La complejidad computacional en redes reales puede provocar una situaciéon en la
que el SAA trabaje unicamente a elevadas “temperaturas”. Por esta razdn, es importante investigar
el comportamiento del SAA al inicio del proceso. La figura 5.4 muestra la evolucién de las dos
formulaciones frente al niimero de iteraciones. Hemos dibujado la mejor de las diez pruebas para cada

1La paradoja de Braess garantiza que existen redes donde ciertas direcciones de descenso del nivel superior (asignacién
bajo el segundo principio de Wardrop) no son de descenso para el nivel inferior (asignacién bajo el primer prinicipio de
Wardrop).
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Tabla 5.8: Comportamiento computacional de las dos formulaciones del NDP-M

Problema # iter. Iter. obtencion. opt. sol. Z

Stan. No-stdn. p-valor|Stdn. No-stdn. p-valor Stan. No-stan. p-valor
NgD2NDP [270.0 255.4 0.918 [174.7 169.4 0.683 |516414.40 514759.80 0.0047}
NgD2NDP1|167.1 189.0 0.153 | 91.1 1174 0.308 |64673.740 63759.01 0.032 1
GaMNDP [336.3 283.5 0.005" |207.9 148.2 0.0101 | 976.988 976.492 0.918

X 1200.0 —
640000 -7 NgD2NDP | GaMNDP
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Figura 5.4: Evolucién del SAA para las dos formulaciones del NDP-M

una de las formulaciones y se observa que también en las primeras iteraciones del SAA la formulacion
no-estandar posee mejor comportamiento.

5.4.3 Experimento III: utilizacién del NDP-M

La primera tarea para poder usar el NDP-M es calibrar el pardmetro § del NDP-M(v). Para calibrar
0, usualmente es necesario resolver (5.1) con varios valores de 6, para obtener una solucién factible al
problema de diseno con restricciones presupuestarias. No obstante, el modo mas habitual es asumir
un valor fijo de 6 que convierta el tiempo total en el sistema de transporte en costes monetarios.

Para ilustrar la dependencia de la solucién del NDP-M respecto a este parametro 6 se ha realizado
el primer experimento. Hemos resuelto la red de pruebas NgN2NDP para diferentes valores de 6. Los
resultados son mostrados en la figura 5.5. Se observa que para valores pequeinios de 6 (gréfica de la
izquierda de la figura 5.5) el incremento de este pardmetro (que representa una mayor valoracién del
el efecto de la congestién) conduce a un incremento en la oferta de aparcamientos para reducir la
congestion en la red de tréafico, debido a la incentivacién de los viajes combinados park’n ride. Notar
que un incremento de este pardmetro para valores grandes de 0 (grifica de la derecha de la figura
5.5) no afecta a la solucién. Esta situacién es equivalente a resolver el NDP-M(x) con un presupuesto
elevado, que hace que las restricciones presupuestarias sean inactivas, y por tanto, un incremento del
presupuesto, recogida a través del parametro 6, no afecta a la solucién.

El préximo experimento estd disenado para ilustrar las posibilidades de aplicacion del NDP-M.
Sobre el modelo base NDP-M se puede anadir un conjunto de restricciones para las variables de
disenio de la forma x € X. La adaptacion del SAA a este nuevo problema se realiza proyectando la
solucién candidata dentro del conjunto factible de soluciones X. Este conjunto tiene en cuenta ciertas
restricciones para el conjunto de las politicas del planificador. A modo de ejemplo ilustrativo, hemos
considerado cuatro posibles elecciones de este conjunto.
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Figura 5.5: El papel del parametro 6

o Politica I. El objetivo es hacer un plan de ampliacién de capacidades de aparcamientos y posible
tarifacién del sistema de aparcamientos. Esta situacién se recoge mediante el conjunto X =
{(a¢, k) / ar > 0y ke > 0}. Esta es la situacién original formulada en el NDP-M.

< Politica Il. El objetivo del planificador es realizar un plan de tarifas de los aparcamientos. Asumi-
mos que no es posible cambiar la capacidad ofertada de aparcamientos. Esta politica es modelada
mediante el conjunto de factibilidad X = {(at, k) / ax > 0y k; = 0}

o Politica Ill. El objetivo es realizar un plan de ampliacion de la capacidad de los aparcamientos.
Aqui tenemos que X = {(at, k) / ar =0y kt > 0}

o Politica IV. El planificador desea tarifar los aparcamientos sin modificar su capacidad pero
exigiendo que el precio de todos ellos sea el mismo, esta situacién conduce al conjunto de
factibilidad X = {(a¢,k¢) / at = a y k¢ = 0}

Se han considerado dos escenarios futuros definidos por dos matrices O-D. En el primer escenario
la matriz O-D coincide con la matriz empleada en los experimentos anteriores y se muestra en la
tabla 5.3. La matriz O-D para el segundo escenario es el doble de la matriz del primer escenario. Los
resultados de las cuatro politicas anteriores aplicadas a los dos escenarios futuros se muestran en la
tabla 5.9.

La politica I coincide con el modelo original NDP-M, se observa que sélo en algunos aparcamientos
es conveniente incrementar la capacidad de aparcamiento. Las politicas II, III y IV estan asociadas
solamente a una variable de disefio.

La ampliacién de la capacidad de aparcamiento puede ser vista como un incentivo para la promocién
de los viajes combinados. Por otro lado, las tarifas pueden ser consideradas como un desincentivo
del uso de los aparcamientos disuasorios. Ambas opciones estan interrelacionados en el proceso de
planificacién. Por ejemplo, cuando el plan se realiza empleando las dos variables simultdaneamente
(politica I) el aparcamiento 8 es altamente tarifado, haciendo que los usuarios elijan otro aparcamiento
alternativo o cambien de modo de transporte. Unos cuantos de estos usuarios seran dirigidos a través
del aparcamiento 12. Si el planificador s6lo puede incrementar la capacidad de aparcamientos (politica
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Tabla 5.9: Ilustracién del uso del NDP-M sobre la red GaMNDP

Escenario Aparcamiento Politica | Politica Il Politica Il Politica IV
t at k: Demanda®™  a; Demanda k; Demanda a« Demanda

8 136.414 .000 .019 221.185  .002 .011 464  59.248  .365

Y 12 2.762 .354 .553 34.156  .367 .000 .308 59.248  .172

13 63.284 .000 .284 65.991  .311 278 492 59.248 261

7 74.295 .003 347 95.574  .294 .009 451 59.248  .376

8 50.271 .728 .902 107.141 413 1.012 1.222 99.776  .434

12 52.017 .000 .310 97.100  .319 288 519  99.776  .307

2 % go 13 105.735 .000 107 113.877  .366 870 925 99.776  .391

7 51.391 1.651 1.483 117.701 441 1.247 1431 99.776 471

) Niimero de usuarios (demanda) expresada en unidades de millar.

IIT) entonces no es posible desincentivar el uso del aparcamiento 8 y por tanto no ird al aparcamiento
12 un flujo adicional que haga recomendable ampliar su capacidad, como ocurria en la politica I.

En la politica IV se decide la misma tarifa para todos los aparcamientos mediante un equilibrio
entre oferta-demanda. En el escenario II la demanda total se duplica, lo que hace que la capacidad
de aparcamientos (ofertada) sea insuficiente y eleve por tanto los precios (tarifas) de este bien. El
NDP-M permite decidir cual es la tarifa éptima en este equilibrio. Este modelo permite tener en
cuenta la no linelidad del precio del aparcamiento en relacién a la ley de oferta y demanda. A una
duplicacion de la demanda total no le corresponde la duplicacién del precio del aparcamiento.
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Apéndice I: célculo de I'(y) para el caso de costes de inversién
lineales y funciones del tipo BPR para representar el coste de
aparcamiento

En este apéndice analizaremos un caso particular donde la funcién x*(y) puede ser calculada ex-
plicitamente. Supondremos que el coste de aparcamiento esté representados por una funcién del tipo
BPR

ke + Ky

donde A; es un coste fijo que representa el tiempo necesario para acceder a la parada de transporte
* Ny
fi

ke+ Ky
el tiempo de busqueda de aparcamiento y el tiempo de salir del aparcamiento. El coste de inversion
es lineal y viene dado

* N
Yt = Ct(ft*7 Ay, k/’t) =a;+ A+ B ( i ) R (5.20)

publico, a; es la tarifa de aparcamiento y el término By es un coste variable que considera

St(kt) = Stkt, (521)
donde St es una constante.

La funcion ¢; es estrictamente creciente en a; y decreciente en k;, el gradiente de la tinica restriccion
no es cero y este problema satisface la restriccién de cualificacién de Slater (ver Bazaraa y otros
[12]) v por tanto, la solucién debe satisfacer la condicién de Karush-Kuhn-Tucker. Obteniendo estas
condiciones para las variables k; y a; y eliminando el multiplicador de Lagrange de la restriccién de
igualdad, obtenemos

nfi — ta, Oct

s (kt) + “Ocj0a; Ok +pk, =0,
fa,ar =0, (5.22)

bk ke =0,

Hays b, <0,

co(fisae, k) =y,

a; >0,

ke >0.

donde los flujos en los arcos han sido calculados para un valor fijo de la variable y*, esto es, f* = f*(y).

Notar que bajo la hipdtesis de existencia de soluciones para cada valor de x; y asumiendo que el
sistema de inecuaciones (5.22) tiene inicamente una solucién, entonces ésta es la solucién éptima. Si
el sistema se pude resolver explicitamente entonces podemos calcular x*(y) y I'(y).

Las condiciones de KKT (5.22) para el caso de este apéndice son

Ny
Sy + [nff *Hat](*Nt)Bthrukt =0,
ta,ar =0, (5.23)
/u‘ktkt = 07
:uab7 /’th S O

Distinguiremos cuatros casos para poder resolver el sistema de desigualdades (5.23).

o Caso I: ky > 0y a; > 0. En este caso el sistema de ecuaciones (5.23) se formula
. f* Ni+1
Sy — N, B, | —1— =0,
t — N4Vt Dy </€t +Kt>
Hay = Bk, = 0,
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InN:B
kt — Ny+1 n Sf tf;‘ _ Kt > 0, (524)
t

sustituyendo (5.24) en la expresién BPR y eliminando a;, obtenemos

=y — A, — B . 2
ar =Yt t t (UNtBt> >0 (5.25)

eliminando k;, obtenemos

o Caso Il: k4 =0y a; > 0. Empleando la expresién BPR (5.20), obtenemos

f* Ny
ar = Yt — At - Bt <—t> > 0. (526)
K;
En este caso las condiciones de KTT son
* Ny

Se+Infi - Mat](—Nt)BtW +pr, =0,

Hay = 07 (527)
M, < Oa
eliminando de (5.27) ux, obtenemos
w0\ NVet1 R
i, = NN By (—t> -5 <. (5.28)
K

o Caso lll: k; > 0y a; = 0. Empleando la férmula BPR (5.20), obtenemos

f* Ny
=A;+B : :
Yt t t<kt+Kt>

| B
ke = Ne » —tAtft* — K; > 0.

En este caso la condicién de KKT (5.22) llega a ser

y obtenemos

* Ny
St Infy = e (=N B s e =0,
fa, =0, (5.29)
pr, =0,
eliminado de (5.29) pq,, obtenemos
S,/ )
e [77  Ny(yr — Ay N/ fi =0 (5-30)

o Caso IV: k; =0y a; = 0. Empleando la férmula BPR (5.20), obtenemos

f* Ny
=A,+B, | 2
Yt t+ t<Kt) )
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y obtenemos

f* Ny
ye— A =By (K—t) . (5.31)
¢
En este caso las condiciones de KKT (5.22) llegan a ser
. * Ny
Se+nfy - uaJ(—Nt)Bt(K:)W + o, =0,
Pa, =0, (5.32)
ok > 0.
y sustituyeno (5.31) en (5.32) obtenemos
Q * Yt — At
St [ff = pa) (=N) ==+, = 0. (5.33)

En este caso los multiplicadores (si existen) no son unicos. La condicién para que la ecuacién
(5.34) tenga solucién con el multiplicador p, < 0 es que la siguiente desigualdad se cumpla

A —A
S+ [0fF — pra) (~No) 2 e Lo>0, (5.34)
y eliminando fi,,
S, K,
a >N — —————.
fa, = 1f; Ny (g — A7)
Por otro lado el multiplicador p,, debe ser no positivo, obteniendo la relacién
Si K
0> pa, =nff — . 5.35
Eay nft Nt(yt - At) ( )

Si la relacién (5.35) se satisface, entonces el punto k; = a; = 0 tiene un punto de KKT asociado.






Capitulo 6

Diseno de intercambiadores
multimodales urbanos

Resumen

En este capitulo se aborda el diseno de intercambiadores multimodales urbanos en un contexto de
planificacién estratégica.

La red de transporte urbano considerada esta formada por una red principal de metro-cercanias y
una red secundaria que facilita el acceso a la red principal. Se han tratado los siguientes aspectos del
problema de diseno de los intercambiadores:

o Determinar la localizacién de los intercambiadores en la red principal.
¢ Diseno de la red secundaria.

¢ Dimensiones y tarifas de los aparcamientos disuasorios de los intercambiadores.

El problema se ha formulado mediante un modelo de programacién matematica binivel. En el
nivel superior se decide el diseno de la red de transporte y en el nivel inferior los usuarios eligen
su patron de viaje sobre la red disenada, produciendo la particiéon de la demanda total por modos,
por intercambiadores y por tipos de aparcamiento. El nivel inferior estd definido por un modelo de
equilibrio con modos combinados del que se ha presentado dos formulaciones: una del tipo punto
fijo vy la otra mediante un problema de optimizacién. En el apéndice de este capitulo se muestra
la equivalencia entre ambas formulaciones. Para la formulacién de tipo punto fijo, se desarrolla un
algoritmo de Gauss-Seidel para su resolucién.

El problema de optimizacién binivel es mixto (con variables enteras y continuas) y no lineal. Se
han considerado varios algoritmos heuristicos para resolverlo. Los dos primeros se basan en técnicas
“greedy”, el tercero emplea una técnica de intercambio y el 1iltimo es un algoritmo de recocido simulado
para problemas discretos. Se han presentado una comparativa de estos métodos sobre un conjunto de
redes de transporte generadas aleatoriamente y se ha ilustrado esta metodologia de diseno sobre una
red de prueba.

Palabras clave: Diseno de intercambiadores multimodales urbanos. Programacién matematica bini-
vel. Localizacién. Algoritmos golosos. Algoritmos de intercambio. Algoritmos de recocido simulado.
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6.1 Introduccion

En muchas de las grandes ciudades europeas, se estan desarrollando politicas que incentivan el trans-
porte publico mediante el desarrollo de facilidades atractivas de transferencia entre redes de transporte.
Es por eso, que la Uniéon Europea estd potenciando el estudio en estos campos, dentro de sus pro-
gramas marcos de investigacién. En particular, el grupo Euritrans (Hansen y otros [117]) presenté
en el IV Programa Marco y dentro de la tarea 5.3: “Transiciones en transporte multimodal” una
metodologia macro para estudiar el diseno de intercambiadores. Estas areas de investigacién son tam-
bién preferentes en Espana, donde se le esta dando soporte financiero mediante entidades como el
Ministerio de Educacién y Cultura o la Comunidad de Madrid.

En el momento actual, la movilidad contintia creciendo tanto en el ntimero de viajes como en
las distancias que se recorren. Esto provoca un incremento del tiempo de viaje y un aumento de la
congestion. Para reducir el uso de los vehiculos privados, se estan disenando sistemas de transporte
publico veloces y altamente interconectados mediante los denominados intercambiadores multimodales
urbanos, donde es posible cambiar de modo de transporte. Esta red principal de transporte ptublico
(formada, por ejemplo, de la red de cercanias en unién con el metro) se alimenta mediante otras formas
de transporte, como por ejemplo: en autobts, en coche privado, en bicicleta, en taxi, andando, etc.

Este tipo de viajes, que emplean mas de un modo de transporte, se denominan combinados y tienen
tres partes: la primera componente estd definida por el viaje del nodo origen al de transferencia y este
trayecto puede ser realizado en coche, autobiis, andando, bicicleta, etc.; la segunda componenete es
la transferencia entre redes de transporte y ésta puede incluir el aparcamiento, el viaje andando a la
parada de transporte publico, el periodo de espera en la parada, etc; la ultima componente es el viaje
en transporte publico y este trayecto va desde la parada de transporte publico hasta el nodo destino.

En el proceso de desarrollo y evaluacién de facilidades de intercambio (como es el disefio de inter-
cambiadores multimodales urbanos) es necesario definir herramientas de planificacién que auxilien la
toma de decisiones. Se pueden considerar dos puntos de vista: uno macroscdpico y otro microscdpico.

La metodologia microscopica analiza los intercambiadores considerando que el flujo de pasajeros
en ellos es independiente del resto de la red de transporte y de las politicas de gestion de tréfico.
Este valor se calcula mediante encuestas. El objetivo de estos estudios es definir unos estandares de
calidad en la operacién de transferencia entre redes, concentrandose fundamentalmente en aspectos
operacionales como son: las conexiones, la seguridad, las facilidades para la espera, la informacion
dinamica, la reduccién de distancias andando, los métodos de venta de billetes, la descripcién de rutas,
el diseno de paneles informativos y horarios, etc.

La metodologia macroscépica analiza las relaciones entre el disefio del intercambiador y la asignacion
del trafico multimodal. En una metodologia macro, se analizan aspectos como las capacidades de
transferencia, tiempos de transferencia, capacidades y tarifas de los aparcamientos en un contexto
de rutas multimodales, caracterizaciéon de la demanda, costes generalizados en la red de transporte y
otras caracteristicas macroscépicas del sistema de transporte.

La metodologia macroscépica puede ser diferenciada en funcién del horizonte temporal empleado
en la planificacién. A largo plazo, o planificacion estratégica, se decide el nimero de intercambiadores,
su localizacion, asi como otras caracteristicas topoldgicas de la red multimodal. Los estudios realiza-
dos consideran simplificadamente la red de trafico, por ejemplo, emplean representaciones de la red
mediante grafos en forma de estrella, arboles, etc.

En la planificacién a medio plazo, o planificacion tactica, la topologia de la red se considera fija.
Los estudios deciden la distribucién de recursos teniendo en cuenta el problema de asignacién de la
demanda a la red. En el capitulo 1 se ha ilustrado como el modelo TAP-M sirve para evaluar la
demanda en los intercambiadores en funcién de ciertas caracteristicas macroscépicas del sistema de
transporte tales como: la capacidad de los intercambiadores, las distancias medias andando y el nivel
de congestién en la red de trafico y de transporte publico.

La planificaciéon a corto plazo, o planificacion operacional, no se considera en la metodologia
macroscépica del disenio de intercambiadores.
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Oppenheim [187] describe el proceso de diseno de redes como un problema de programacién
matematica binivel, en el que el nivel superior disena la oferta de servicios de transporte y el nivel
inferior define la demanda de estos servicios. El problema de disefio de intercambiadores, tanto en un
contexto de planificacion estratégica como tactica, es un ejemplo de problema de diseno de redes.

Los problemas de disefios de redes se clasifican en continuos (CNDP) o en discretos (DNDP).
Esta taxonomia obedece a la naturaleza continua o discreta de las variables de diseno. EI CNDP
se concentra en problemas de parametrizacion de la red mientras que el DNDP en el diseno de su
topologia. El problema presentado en este capitulo es un problema mixto. Por un lado recoge la
tarifacién y capacidad de los aparcamientos, que es un problema continuo, y por otro lado aborda la
localizacion y tipo de alimentacion de los intercambiadores, que es un problema discreto.

Leblanc [147] realizé la primera aproximacién al problema DNDP. Poorzahedy y Turnquist [202]
presentaron un algoritmo heuristico para resolver el problema DNDP que es no lineal y entero. Boyce y
Janson [31], Chen y Alfa [46] presentaron variaciones a este modelo DNDP asi como nuevas propuestas
para su resolucion.

El problema de distribuir una flota de autobuses en una red de transporte piiblico es otro ejemplo
de DNDP. Han y Wilson [116] y Leblanc [148] formularon este problema mediante un problema binivel.

El CNDP elige las capacidades de la red de modo que se minimice el tiempo total de transporte
en la misma. Abdulaal y LeBlanc [4] formularon este CNDP como un problema de programacién
matematica binivel donde el nivel inferior estd definido por un problema de asignaciéon en equilibrio
y lo resolvieron mediante el algoritmo de Hook-Jeeves. Yang y Bell [243] realizaron una exhaustiva
revision del problema de diseno de redes de trafico y de los algoritmos empleados en su resolucién.

El diseno de intercambiadores no se ha estudiado en la literatura bajo la éptica de un problema de
disenio de redes. Las aproximaciones a este problema se han dado bajo la perspectiva de planificacién
de aparcamientos.

Uno de los primeros articulos en esta direccién se debe a Florian y Los [84] que evalian la demanda
de aparcamientos disuasorios en funcién de los costes de transporte para acceder a ellos. Mas recien-
temente, Carrese y otros [39] abordan el problema de localizacién de aparcamientos considerando dos
niveles de decisién: por un lado, el planificador determina la localizacién de los aparcamientos y por
otro los usuarios, representados por un modelo de asignacién, eligen su patrén de viaje. El planificador
genera un conjunto de politicas para satisfacer la demanda de aparcamientos y, mediante el modelo
de asignacion, evalia la reaccién de los usuarios a cada una de ellas. Esta evaluacién se realiza para
diferentes escenarios futuros y el planificador elige la mejor de las politicas. Coppola [56] considera
una metodologia similar a la de [39] pero empleando un modelo diferente de asignacién para poder
recoger la elasticidad en la demanda de aparcamiento.

Con relacién a la localizacién de aparcamientos, dos referencias recientes son: Nickel y otros [182],
que presentan un modelo basado en disefio (de un solo nivel) de redes, y Mesa y Ortega [171], que
consideran la localizacion de estaciones en redes de metro teniendo en cuenta los viajes de tipo park’n
ride. Estos autores establecen el area de captacién de estas estaciones comparando el tiempo de viaje
en vehiculo privado con el coste de viaje en modo combinado.

Los problemas de programacién matemética binivel son muy dificiles de resolver debido a su
inherente no convexidad y no diferenciabilidad. Para estos problemas es adecuado emplear los métodos
de busqueda probabilistica, tales como el recocido simulado (SAA), cuando se buscan éptimos globales.

Anandalingam y otros [7] usan el SAA para resolver la programacién lineal binivel. Friesz y otros
[89] aplican el SAA al problema continuo de disefio de redes. En este capitulo, se emplea el SAA, un
algoritmo de intercambio y los algoritmos golosos para un problema discreto de diseno de redes.

La metodologia desarrollada en este capitulo difiere de la presentada en el capitulo 1 en que las
politicas son generadas automdticamente por el modelo (binivel), mientras que en el capitulo 1 son
obtenidas por el planificador de la red, siendo posteriormente evaluadas por el modelo de asignacion
TAP-M. Ambas metodologias tienen en cuenta el flujo en los intercambiadores en funcién de su
diseno. En el capitulo 5, se ha planteado un modelo binivel para abordar la tarifaciéon y capacidad
de los aparcamientos disuasorios de estos intercambiadores, situando este problema en un contexto de



178 Capitulo 6. Diseno de intercambiadores multimodales urbanos

planificacion tactica. El modelo desarrollado en este capitulo incorpora aspectos de la planificacién
estratégica como son la localizacién y el diseno de la red de alimentacién de los intercambiadores, para
lo cual se perdera realismo en la representacién de la congestion en la red.

Este capitulo se organiza del siguiente modo: en primer lugar se introduce el problema de diseno
de redes, después se desarrolla un modelo de equilibrio con modos combinados que definira el nivel
inferior del problema de diseno binivel. El nivel superior estd definido por el problema de diseno de los
intercambiadores. En la siguiente seccién desarrollamos cuatro algoritmos heuristicos para la resolu-
cién del modelo binivel. Posteriormente realizaremos una comparativa entre los métodos empleados
y finalizaremos el capitulo con una ilustraciéon del uso del modelo sobre una red de pruebas. En el
apéndice demostramos la equivalencia entre las condiciones de equilibrio y la formulacién mediante la
programacion matematica.

6.2 El problema de diseno de intercambiadores multimodales
urbanos

Asumiremos que se gestiona una red de transporte publico jerarquica, formada por una red principal y
otra secundaria (ver figura 6.1). La red principal de transporte estd formada por lineas que permiten
realizar viajes urbanos de larga distancia. Por otro lado, la red secundaria de transporte publico
permite viajes de acceso a la red principal. La red principal puede ser, por ejemplo, una red de
cercanias en unién con la red de metro, mientras que la red secundaria puede estar definida por una
red local de autobuses.

Abordaremos el problema de localizar nuevas estaciones en la red principal. Las estaciones con
facilidades especiales, como la disponibilidad de aparcamientos, se denominan intercambiadores multi-
modales urbanos. Si se instala una nueva estacién, entonces varias lineas de transporte piblico podrian
efectuar parada en ella. Supondremos que se dispone de un procedimiento para definir qué lineas de
transporte publico deben parar en la nueva estacion y para determinar su frecuencia, permitiéndonos
calcular los nuevos tiempos de viajes sobre las nuevas infraestructuras.

Hemos considerado los tres siguientes aspectos del problema:

¢ La localizacién de los intercambiadores en la red principal de transporte ptblico.

< El diseno de la red de acceso a los intercambiadores. Concretando, no se aborda la definicién de
la red de servicios decidiendo rutas, frecuencias, etc. sino la evaluacién de un diseno especifico
de la red de acceso en el contexto general del sistema de transporte.

< El diseno de facilidades de aparcamiento en estos intercambiadores, en concreto, hemos consi-
derado sus tarifas y sus capacidades.

El problema general de diseno de intercambiadores urbanos puede ser dividido en dos subproblemas:

1. Un subproblema de asignacion de la demanda, que describe como los usuarios eligen el modo de
transporte, los intercambiadores y las rutas en el sistema de transporte. En estos modelos con
modos combinados hay que fijar qué decisiones son representadas por la demanda de servicios
de transporte y cudles por la red de transporte (oferta de servicios). En esta fase mediante
un equilibrio entre oferta y demanda se produce la particion modal y su enrutamiento por los
distintos intercambiadores. Este subproblema permite evaluar el comportamiento de los usuarios
en cada diseno concreto de red.

II. Un subproblema de diseno de redes, donde se elige cuantos intercambiadores y donde se lo-
calizaran, la dimensién de sus aparcamientos asi como sus tarifas y el tipo de red secundaria
para alimentar a estos intercambiadores.
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Figura 6.1: Red de transporte publico jerarquica

La figura 6.2 recoge la interrelacién entre ambos subproblemas. En la fase de asignacién de la
demanda los usuarios evaliian el diseno del sistema de transporte y eligen el modo de transporte, los
intercambiadores y el tipo de aparcamiento, en funcién de los costes generalizados de tranporte en la
red. El planificador del sistema, usualmente una autoridad, evalda el coste/beneficio de dicho diseno,
que dependera del nivel de servicio de estos intercambiadores y generara un nuevo plan de actuacién en
el sistema. Las decisiones que realiza afectan a la topologia de la red (localizacién de intercambiadores
y tipo de alimentacién) que son decisiones propias de un nivel de decisién estratégico y por otro lado,
toma decisiones sobre la capacidad y tarifaciéon de los aparcamientos, que son decisiones propias de
un nivel tactico.

El problema de asignacién de la demanda, se formula mediante un modelo de equilibrio con modos
combinados entre oferta y demanda de servicios de transporte. El modelo de demanda es un modelo
logit anidado y el modelo de oferta (red de transporte) ha sido simplificado considerablemente.

Hemos formulado el problema de disenio de intercambiadores multimodales urbanos mediante un
modelo binivel no lineal mixto. En la seccién 6.3 se describira el nivel inferior y en la seccién 6.4 el
modelo completo.

6.3 Modelo de equilibrio con modos combinados

A continuacién describimos la modelizacién de la demanda y de la oferta del modelo de equilibrio
empleado.

6.3.1 Modelizacion de la demanda

Supondremos que existe una demanda potencial de viajes origen-destino (O-D) para nuestro periodo
de planificacién, representada por la matriz O-D {g, }w,ew, donde w = (i,5) es un par de demanda
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Figura 6.2: El problema de disefio de intercambiadores multimodales urbanos

entre el origen i y el destino j y W es el conjunto de pares O-D. Hemos empleado un modelo logit
anidado (ver el libro, por ejemplo, de Ben-Akiva y Lerman [14]) para desagregar esta matriz de
demanda por modo de transporte, por intercambiador y por tipo de aparcamiento.

Hemos considerado la siguiente jerarquia en las decisiones que efectian los usuarios:

1. ELECCION DEL MODO DE TRANSPORTE. La primera decisién a la hora de realizar un viaje es el

modo de transporte. Supondremos que los usuarios eligen una de las siguientes alternativas.

(a) Park’n ride. La primera componente del viaje se realiza en vehiculo privado hasta el in-
tercambiador, se aparca el vehiculo, y se completa el viaje empleando la red principal de
transporte publico.

(b) Transporte publico con acceso mediante la red secundaria. En esta alternativa, el acceso

al intercambiador se realiza empleando la red secundaria, que consideraremos que esta
formada por lineas de autobuses locales.

(c) Transporte ptblico con acceso andando o en bicicleta. Los viajes se realizan en transporte
publico y el acceso a la red principal se realiza caminando o en bicicleta.

(d) Otros. Esta alternativa agrupa todos los modos de transporte que no emplean los intercam-
biadores, como el vehiculo privado, la motocicleta, directamente en autobis (sin emplear
la red principal), etc.

Denotaremos cada una de estas cuatro alternativas por (s) € {a,b, ¢, d}.

Una funcién logit G*¥ produce las proporciones de viajes en cada alternativa de acuerdo a la
siguiente féormula

Gk<U*) — exp{_(ak+ﬂ1U£*)}
Y Y vetabeay XPL— (@ + BUL™)}

donde U** es la percepcion del coste generalizado de transporte en el par O-D w y para el modo
k, que corresponde al uso éptimo de la red, {U* } es el vector de costes generalizados para todos
los modos presentes y o, 3 son pardmetros. El coste generalizado de la alternativas (c) y (d) se
calcula como la utilidad compuesta de sus subalternativas mediante el denominado “log-suma”.

ke{a,bec,d}, weWw, (6.1)

ELECCION DE INTERCAMBIADOR . Para determinar la proporcién de viajes tipo park’n ride
para el par O-D w a través del intercambiador ¢ introducimos la siguiente funcién logit
exp{—(a¢ + B2U%)}

o (UEs) = ———, tcl,, weW. 6.2
AU = S e ((or + U] (6.2)
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La utilidad de la alternativa (a), U%*, se calcula como el “log-suma” de los costes de transporte

a través de cada intercambiador, (US%, t € I,), esto es

U = ;)—21 log ( > exp—{(ar + 52U$§f)}> ; (6.3)

t'el,

donde I, es el conjunto de intercambiadores disponibles para la demanda w € W. El pardmetro
ay representa el atractivo del nodo de transferencia t, debido a factores no incluidos en los costes
de transporte UgY, percibidos por los usuarios, tales como: seguridad, confort, sistemas de infor-
macion y venta de billetes, etc. y B2 pondera la importancia de los costes de transporte respecto
a estos factores en el proceso de decisién. Supondremos que los usuarios de las alternativas (b)
y (¢) eligen el intercambiador que minimiza su tiempo total del viaje.

La eleccién del intercambiador constituye el segundo nivel del modelo logit anidado.

3. ELECCION DEL TIPO DE APARCAMIENTO. Una conclusién del trabajo de Hunt y Teply [131]
es que es apropiado emplear un anidamiento en la estructura jerarquica de las decisiones para
describir el aparcamiento dentro del intercambiador (en el garaje) o aparcar en la calle. De-
notaremos respectivamente por 1 y 2 cada una de estas formas de aparcamiento. Una nueva
funcion logit dard las proporciones de uso de cada tipo de aparcamiento.

exp{— (ast + ﬁgUffft*)}

G (UL) = - A
. ! 25/6{1,2} exp{—(af + BsU,% )}

se{l,2},tel,, weW (6.4)

La particién modal de la demanda potencial estd dada por la expresion
g* =Gk (UG, ke{ab,cd}.
El ntimero de usuarios de tipo park’n ride a través del intercambiador ¢ estd dada por

9ot = GZ,t(Ui*)Q%

s

y el nimero de viajeros en modo park’n ride con aparcamiento del tipo s en el intercambiador ¢ es
as __ as a* a
g =G (UG98 4
Las anteriores expresiones se pueden escribir de forma abreviada por

g=o(U" g) (6.5)

La distribucién de la demanda viene dada por la funcién ® que depende de los costes generalizados
de transporte y de la propia distribucién de la demanda.

6.3.2 Modelizacion de la oferta

La oferta de transporte esta representada por una red multimodal, la cual estd definida por una red de
tréfico, la red de transporte publico (principal y secundaria) y los nodos de transferencia entre redes,
que se denominan intercambiadores multimodales urbanos.

Nuestras variables de disenio no afectan significativamente a los costes de transporte en la red
de trafico y en la de transporte publico, esto es debido a que la cuota de mercado de los viajes
combinados es todavia pequena y cualquier incentivo de estos viajes, por importante que este sea, no
pueden descongestionar la red de trafico. Por este motivo, asumiremos que los costes de transporte
en las alternativas {b, c,d} son constantes y por tanto independientes de la demanda. Supondremos
que los valores U, US* | y U%* son conocidos para cualquier topologia de la red de transporte. Por
ejemplo, los costes de transporte se pueden obtener resolviendo un problema de asignacion de trafico
para una determinada matriz de demanda O-D. Igualmente se pueden calcular los costes de transporte
en la red principal de transporte ptblico.
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El coste de transporte, U2%*, depende de la demanda y los costes de transferencia de la capacidad
de los aparcamientos y de sus tarifas. Otros factores como los tiempos en aparcar o andando hasta la
parada, se tienen en cuenta a través de los parametros de la funcién de coste de transferencia.

Hemos definido dos costes de transferencia, uno para el aparcamiento dentro del intercambiador y
otro para el aparcamiento en la calle. Definimos para cada intercambiador t,

ci(f)=vi+B; (ui)n , se{l,2} (6.6)

t

donde ¢; es el coste de aparcamiento para un nivel de servicio del aparcamiento f, ns es un parametro
positivo, u} es la capacidad del aparcamiento ¢ y u? es el nimero de aparcamientos en las calles del
entorno del intercambiador t. El pardmetro u? se considera fijo y u} es una variable de disefio. El
pardmetro v} representa el coste del aparcamiento ¢ cuando estd vacio y viene definido mediante la
férmula v} = 0} + pd; donde ¥} es la tarifa del aparcamiento y d; es la distancia del aparcamiento
hasta la parada de transporte piblico, el pardmetro p transforma los costes medidos en unidades de
tiempo a unidades monetarias. Los pardmetros v?, d; y B deberan ser calibrados con las bases de
datos existentes.

El ntimero de usuarios de los dos tipos de aparcamientos se calculan por la expresién

gyt = Z g tel, sedl, 2}, (6.7)
weW,

donde I es el conjunto de intercambiadores, Wy = {w € W/t € I,} y el flujo vehicular en el
aparcamiento t se calcula

9

s t

9¢ = (6.8)
T b

donde 7 es la tasa de ocupacién vehicular; g; representa el nimero de vehiculos en el aparcamiento

del intercambiador ¢t cuando s = 1 y el niimero de vehiculos aparcados en la calle cuando s = 2.

Las restricciones para garantizar que la capacidad del aparcamiento no sea sobrepasada son g; <
para todo t y s € {1,2}, no se han considerado explicitamente, pero si son tenidas en cuenta mediante
los costes de aparcamiento. Cuando la demanda de los aparcamientos se aproxima a su capacidad,
o incluso la sobrepasa, los costes generalizados empiezan a crecer, forzando a los usuarios a elegir un
aparcamiento o modo de transporte alternativo.

El coste generalizado de transporte para el modo combinado as, para el par O-D w y a través del
intercambiador t se calcula por

ag* s Cs gs r7Q s %
v of) = P9 4 g (6.9

donde Ugft* es el coste de transporte en la red multimodal de la primera y tercera componente del
viaje combinado.

6.3.3 Modelo del nivel inferior

La expresién (6.9) pone de manifiesto que los costes generalizados de la alternativa park’n ride de-
penden de la demanda, de la capacidad y de las tarifas de los aparcamientos. Hemos supuesto que los
costes de transporte U**, U U no dependen de la demanda g pero si de las variables de disefio:
localizacion y tipo de alimentacion de los intercambiadores.

La figura 6.3 muestra cinco posibles localizaciones de los intercambiadores con relacién a una linea
de la red de transporte publico principal. También esta representada la red secundaria que alimenta
a esta linea principal. El objetivo de esta figura es ilustrar las relaciones entre las variables de diseno
y los costes de transporte.
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Figura 6.3: Costes generalizados frente a las variables de diseno
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Los puntos negros representan que un intercambiador esta localizado. El pentdgono corresponde
al centroide origen de una demanda. Las lineas punteadas son los modos de transporte para acceder
a la red primaria o secundaria (coche, bicicleta o andando). Las dos elipses representan las lineas
secundarias que alimentan a los intercambiadores. En este ejemplo estdn representadas dos lineas de
autobuses que son atractivas para un origen O,,.

Ahora explicaremos la dependencia de los costes generalizados para viajar del origen O, a un
destino D, en funcién de las variables de diseno.

El coste U2* es la percepcién del viaje w = (O,,, D,,) en modo park’n ride. Un usuario de esta
alternativa puede realizar su intercambio modal en uno de los dos nodos t5 o t4 que son las estaciones
(intercambiadores) que han sido localizadas. Si sélo se hubiese localizado un intercambiador en el
nodo t5, entonces el coste de la primera componente del viaje combinado seria mayor pero el coste
de la tercera componente seria menor. Esto pone en evidencia como influye la variable localizacion
de los intercambiadores (y) en el coste de esta alternativa. Por otro lado, el coste de transferencia
depende de las capacidades y tarifas de los aparcamientos, estas variables se denotan por u, v, por
tanto, existe la siguiente relacién funcional para el coste de transporte U%*(y, u, v).

El coste de transporte U’ de la alternativa de transporte piiblico con acceso a través de la red
secundaria, es la suma del coste de acceso a la red principal, mas el coste de transporte en la red
principal. La primera componente depende del tipo de alimentacién decidida por el planificador, esta
variable la denominaremos z. Esta dependencia es una funcién de las frecuencias del servicio, del
recorrido, etc. y, desde luego, de la decisién de abrir una estaciéon donde puedan tener parada las
lineas principales de transporte publico. En la figura 6.3 se muestra la decisién de abrir t4 y esta
estacién es empleada por los usuarios del modo de transporte (b). El hecho de que el acceso a la red
principal se haga por una u otra estacién también condiciona el coste de viaje en la red principal. En
resumen, el coste de la primera componente del viaje depende de las variables z e y; y el coste de la
segunda componente depende sélo de z, por tanto, el coste total es una funcién Ufj*(y, z).

El coste de transporte US), de la alternativa con acceso andando o en bicicleta a la estacién, depende
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de la localizacién de los intercambiadores. En la figura, se muestra que, para esas decisiones de locali-
zacién, los usuarios sélo tienen acceso por el intercambiador t5, debido a que el ¢4 estd demasiado lejos
para ser accesible a pie. Si se hubiera localizado otro intercambiador, se producirfan (si los usuarios
cambiasen de intercambiador) otros costes de acceso y de viaje en la red, por tanto, este coste es
una funcién del tipo U%*(y). Finalmente, el coste de la alternativa U%* es el coste (medio) de todas
las alternativas que no emplean los intercambiadores y, por tanto, no dependen de las variables de
decisién aqui consideradas.

Si denotamos por x todas las variables de diseno, esto es, x = (y,z,u,Vv), podemos expresar
los costes generalizados de transporte en funcién de las variables de demanda y de diseno, es decir,
U*(g,x). La expresién explicita de U*(g, x) estd dada en las expresiones (6.6)-(6.9) que junto con la
expresién (6.5) nos lleva a la primera formulacién tipo punto fijo de las condiciones de equilibrio

g = (I)(U*(g7 X)7 g) = F(g7 X) (610)

Si suponemos que los pardmetros del modelo logit satisfacen 5; > 0y 51 < 82 < 33 las condiciones
de equilibrio (ver el apéndice I de este capitulo) se pueden derivar de la solucién del siguiente problema
de optimizacién que definira el nivel inferior.

minimizar g7(g,X) = > c (1.0} Drer fo ci(s,%)ds + X ew [US7 9ot
+ Zke{b,c,d} Uw gw] + G( )

sujeto a [LLP(x)]
o gh = Gu wew (6.11)
ke{a,b,c,d}
gl = g8 wew (6.12)
tel, (z)
> gl = g tel se{l,2} (6.13)
weWy
Jorr T 90 = 9op weW, tel (6.14)

donde la funcién G(g) estd definida por

Glg) = (1/B) > Y gblngh—14+a"—(1/8) > gi(lngs —1)
ke{a,b,ct weW wew
+ (1/82) Z Z Joi(Ingh, — 1+ ) — (1/8s) Z Z 95:(Ings, —1)
wew tel, wew tel,

_|_

(1/8s) D > > gli(ngls, —1+a)

weW tel, se{1,2}

donde G(g) es el término de la funcién objetivo que corresponde a la desagregacién de la demanda
mediante el modelo logit anidado.

Denotamos de forma abreviada el problema anterior por

mizar ,1 X I I I J X
SujetO a g S SZ( )

donde Q(x) denota el conjunto factible definido por las restricciones (6.11)-(6.12).
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6.4 Un modelo de programacion binivel para el diseno de in-
tercambiadores

El problema de diseno tiene en cuenta decisiones estratégicas y tacticas. En el nivel estratégico, se
consideran la localizacion de los intercambiadores, y, y el tipo de diseno para la red secundaria, z. En
un nivel téctico, se consideran la capacidad de los aparcamientos, u, y sus tarifas, v. Denotamos por x
este conjunto de variables de disefio que estdn asociadas con el nivel superior, esto es x := (y,z,u, V).

La funcién objetivo empleada estd definida como la diferencia entre el coste y el beneficio en el
sistema de transporte. Para poder definir esta funcién, todos los factores, tanto econémicos como
sociales, se deben expresar en unidades monetarias, debiendo ser cuidadosos en la calibracion de esta
transformacién.

Consideramos un tnico decisor, quien controla ¢ = 1,...,m sitios potenciales para localizar los
intercambiadores. Suponemos que el decisor dispone de un criterio para evaluar el beneficio, tanto
economico como social, del nivel de servicio en la red de transporte y asumimos que este beneficio
B(g,v) depende de la desagregacion de la demanda y de las tarifas de los aparcamientos v.

El coste en la red de transporte tiene tres componentes: un coste de localizacién L(y), que es el
coste por abrir los intercambiadores; un coste de gestién e instalacién de los aparcamientos, P(u),
que dependera de la capacidad instalada de aparcamiento; y la tercera, es el coste del diseno de la red
secundaria, R(y,z), que es una funcién de las variables estratégicas.

Las variables de localizacién son binarias y cada valor tiene asociado una de las dos posibilidades,
la de abrir o no, un determinado intercambiador. Las variables z son enteras y cada uno de sus
posibles valores tiene asociado un tipo determinado de diseno. Las variables tacticas son continuas.
La formulacién matematica del problema de diseno es la siguiente

minimizar x¥(x, g) = L(y) + R(y,z) + P(u) — B(g, V),
sujetoa yeY cC{0,1}™

zeE /L CZ™ [ULP(g)]
(y,z) e SC{0,1}" x 2™

ucecUCR™

veVCR™

En esta formulacion, los conjuntos Z e Y representan otras restricciones de inversién, como restric-
ciones presupuestarias, etc. El conjunto S tiene en cuenta las interacciones entre los problemas de
localizacion de los intercambiadores y de alimentacién de los mismos. Los conjuntos U y V' representan
restricciones en los recursos destinados a los aparcamientos.

Se pueden integrar los problemas de diseno y de equilibrio en redes mediante la programacién
matematica binivel. En el nivel superior el decisor localiza y disena el tipo de alimentacién de los
intercambiadores, asi como las facilidades de aparcamientos y en el nivel inferior los usuarios eligen el
modo de transporte, el intercambiador y el tipo de aparcamiento en funcién de la red disenada.

El modelo binivel se formula del siguiente modo

minimizar ¥ (x,g) = L(y) + R(y, z) + P(u) — B(g,v),
sujetoa x€ X [BLP]
g = arg mingcqox7'(q;%)

donde X es la region factible de ULP(g).
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6.5 Algoritmos heuristicos para el problema de diseno de in-
tercambiadores

Las variables del nivel estratégico (y,z) estdn asociadas al problema de expansién de la red de trans-
porte publico en areas suburbanas y un aspecto secundario del mismo es el diseno de aparcamientos
disuasorios en estas zonas. El BLM resuelve ambos problemas simultdneamente, pero se podian haber
planteado separadamente. Un ejemplo, lo constituye el capitulo 5, donde se aborda exclusivamente
el problema de aparcamientos disuasorios. En esta seccién, consideramos que las variables tacticas
son fijas y se desea encontrar el valor de las estratégicas (y,z). Esta situacién conduce a un nuevo
problema binivel en las variables estratégicas (y, z)

minimizar ¥(y,z,g),

sujetoa ye€eY c{0,1}™
zcZCzZ™m
(y,z) e SC{0,1}" x 2™
g = arg mingcq(y 7 (a4 y, 2)

La relacién implicita entre la variable demanda g y las variables de disefio (y,z) define una funcién
g = 0(y,z), ya que el problema LLP(x) es estrictamente convexo sobre un conjunto compacto y por
tanto tiene solucién dnica para cada valor del par (y,z). El modelo resultante se puede expresar por

minimizar V¥(y,z) = ¥ (y,z,0(y,z,)),
sujetoa  y €Y C {0,1}™ [BLP’|
zeZ C2Zm
(y,7) €5 C {0,1}" x 27

6.5.1 Algoritmos para el LLP

La mayor dificultad de la anterior formulacién es que la funcién O(y,z) no se conoce explicitamente,
pero si estd definida implicitamente por el modelo de equilibrio desarrollado en la seccién 6.3. Hay
dos caminos alternativos para resolverlo: el primero pasa por resolver el problema de optimizacién
LLP(x), por ejemplo mediante la clase CG/SD, y el segundo es resolver la formulacién del tipo punto
fijo (6.10). El método més natural de resolver este sistema de ecuaciones es mediante un esquema de
iteracién funcional

gi-i-l — F(gZ,X)

Si la sucesién generada {g'} converge a un punto g, entonces se cumple que este punto limite es
una solucién del sistema por la continuidad de I'. Una mejora de este esquema se obtiene observando
la estructura del sistema de ecuaciones (6.10), que es:

I'y(8w,8t,X) = 8w, Yw demanda,

Z gt =79;, Vt intercambiador , (6.15)
weW,

donde T, esta definida por las relaciones (6.1)-(6.4).

Si conociésemos el nivel de servicio de los aparcamientos, esto es, las variables g7, podriamos
descomponer este sistema en |W| sistemas de menor dimensién, uno por cada demanda w € W.
Ademss, cada uno de estos sistemas también puede ser resuelto mediante un esquema de iteracion
funcional del tipo ', (gl,g:,x) = gif!. Lo anterior conduce a un algoritmo de tipo Gauss-Seidel
para resolver el sistema (6.15). Este método fija todas las variables a su valor actual excepto g, y
g, entonces el correspondiente sistema se resuelve mediante el método de iteracion funcional. Si los
pares w son elegidos ciclicamente y si el anterior método es convergente, entonces el punto limite es
la solucién del sistema buscado. El algoritmo de Gauss-Seidel estd descrito en la tabla 6.1.
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Tabla 6.1: Algoritmo de Gauss-Seidel para el LLP(x)

0. (Inicializacion): Elegir dos niimeros enteros ny y n que son respectivamente el nimero de
iteraciones funcionales realizadas para cada par y el nimero de iteraciones principales. Tomar
un valor inicial de g° y hacer i = 0.

1. Para todo w € {1,...,|W|} hacer

1.1 (Inicializacién del par w): Tomar q° =g y q? = g!

1.2 (Iteracion funcional): Para j € {0,... ,ny — 1} hacer
ol = Tu(al,af, %)
, 1 . .
(@)™ = = @)+ D (g%,
v w'eW,w!'#w
J=J+1

1.3. Actualizar las variables de demanda del par w por
gLid+1 — qZW
(g)" = (@)™

2. Tomar i =i+ 1. Si ¢ = n parar, en caso contrario volver al paso 1.

6.5.2 Algoritmos golosos para el BLM’

La idea de los algoritmos golosos hacia adelante (FGA) es simple. Dado un conjunto de localizaciones
definido por la variable y, el algoritmo explora todas las posibilidades de abrir k£ nuevas facilidades,
siendo la préxima localizacién aquella que produce un mayor decrecimiento de la funcién objetivo

U(y,z). Una vez que una facilidad es localizada se mantiene a lo largo de todo el proceso. Para
formular el algoritmo FGA, definimos el k-entorno hacia adelante:

m
NS y) = YIEY/Z’y;-—yﬂSk e y<y'p parayeY
j=1

El conjunto N;f(y) da todas las localizaciones posibles de k nuevas estaciones respecto a las ya
localizadas y. Ademds, debemos fijar el tipo de alimentacién de estos nuevos intercambiadores, que
lo hacemos mediante el denominado k-entorno hacia adelante extendido:

Sl:r(}’) = {(yl7zl) ENJ(y) x7Z/(y,2z)e S} paray €Y

El algoritmo completo del FGA estd recogido en la tabla 6.2.

Tabla 6.2: Algoritmo FGA

(Inicializacién): Encontrar una solucién inicial (y°,z%). Tomar i = 1.
Sea (y',z') = arg min {\Il(y7z)/ (y,z) € S,j(yiil)}.
Si U(y!, z') > U(y'~1,z"~1), entonces parar. (y*~!,z'~1) es una solucién FGA.

w =2

Si S (y') = {0} entonces (y*,z’) es una solucién del FGA, en caso contrario tomar i =i+ 1y
volver al paso 1.
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Este tipo de algoritmo heuristico tiene una versién complementaria. Suponemos que, al principio, se
ha instalado un intercambiador en todas las localizaciones posibles, entonces, el algoritmo va cerrando
los intercambiadores en los que sus niveles de servicio sean deficientes. En cada iteracion evalia el
beneficio de eliminar cada intercambiador y cierra el peor. Este algoritmo los hemos denominado
algoritmo goloso hacia atrds (BGA). El algoritmo es obtenido cambiando el conjunto S;f (y) en FGA
por

S, y)={(.2)eN, (y)xZ/(y',z) €S} parayeY

donde

m
Ne(y) =y €Y/ |j—yj|<kyy>y } paray€eV.
j=1

6.5.3 Un algoritmo de intercambio para el BLM’

Los algoritmos BGA y FGA tienen dos desventajas fundamentales. La primera es que las facilidades
seleccionadas no se pueden cambiar a lo largo del proceso y la segunda es que el coste computacional
de explorar cada entorno S,;t (y) es muy alto, debido a que analizan todos los elementos del k-entorno.

El primer problema puede ser solucionado considerando una nueva definicién de k-entorno

Se(y) =S (y) US, (y) paray €Y,

que permita abrir o cerrar una estacion en cada iteracion.

Para aliviar el coste computacional en la exploracién de los k—entornos, hemos relajado la explo-
racién de los entornos y ésta se interrumpe una vez que se haya encontrado una solucién que reduzca
el actual valor de la funcién objetivo.

El algoritmo de intercambio (IA) estd recogido en la tabla 6.3

Tabla 6.3: Algoritmo TA

0. (Inicializacién): Sea (y°,z°) una solucién inicial. Tomar i = 1.

1. Dado el punto factible (y'~!,z'~'), encontrar (si existe) un punto (y’,z') € Si(y"~') con
U(y',z') < U(y'=!,z"71) entonces tomar (y',z’) = (y’,2'), i = i+1 y repetir la iteracién. En ca-
so contrario, que no exista el anterior punto, parar, (y*~!,z'~1) es una solucién del algoritmo IA.

6.5.4 Un algoritmo de recocido simulado para el BLM’

Los algoritmos FGA, BGA, e IA paran cuando han encontrado un éptimo local (6ptimo en el entorno
considerado). En ocasiones se ejecutan estos algoritmos con diferentes puntos iniciales, para obtener
diferentes 6ptimos locales con el fin de que uno de ellos sea también éptimo global. El algoritmo
de recocido simulado (SAA) ofrece una solucién alternativa al poblema de minimos locales. Dada
una solucién (y,z) el método selecciona aleatoriamente una solucién (y’,z’) del entorno Si(y). Si
esta soluciéon mejora el coste de la solucién actual, se acepta y, en caso contrario, se aceptard con
probabilidad

o (F) = 0.0) 619

y se rechazara con la probabilidad complementaria. La constante 7 se denominada temperatura
del proceso y determina, segin sus valores, movimientos pequenos o grandes de las variables de
y b) b
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optimizacién. La constante K depende de la escala en que se han medido los costes del sistema y
tiene la misién de estandarizar estos valores.

La eficiencia del SAA depende de la estructura del entorno y de un conjunto de pardmetros, pero
no existen reglas para la obtencién de estos valores. A continuacion, listamos los valores que han
producidos los mejores resultados computacionales en los experimentos numéricos realizados.

(a) La temperatura del sistema va disminuyendo cada vez que el sistema alcanza el equilibrio para
dicha temperatura. Este decrecimiento de la temperatura se efecttia por 7 = o7 donde « es un
pardmetro con 0 < a < 1. En la experiencia computacional se ha empleado el valor de o = 0.95.

Cuando la temperatura del proceso alcanza una temperatura final 7y, la busqueda se detiene.
Hemos tomado como temperatura inicial del proceso 7y = 1.0 y como temperatura final 7y = 0.1.

(b) El equilibrio del sistema viene caracterizado por los pardmetros:

NAC méximo nimero de configuraciones aceptadas.

NRC miéximo nimero de configuraciones consecutivas rechazadas.

Estos pardmetros se suelen definir en funcién del tamano del problema. Hemos empleado los
valores NAC = [0.85m] y NRC = [2m] donde m es la dimensién del vector y (sitios potenciales
donde localizar un intercambiador) y [-] es la parte entera de un nimero.

(c) El1 SAA converge, con probabilidad uno, a un 6ptimo global del problema bajo las hipétesis de
que cada elemento del entorno Si se elige con igual probabilidad. Esta forma de seleccionar
las soluciones tiene gran interés bajo el punto de vista tedrico, pero computacionalmente no
es eficiente. En los experimentos hemos seleccionado sistematicamente las componentes del
vector y del siguiente modo. En una primera fase, se van seleccionando consecutivamente las
componentes de y cuyo valor es 0, una vez analizada la dltima de estas componentes, se repite
el proceso, pero para las componentes cuyo valor sea 1.

Si una componente se fija al valor 1, es decir, abrimos ese intercambiador, entonces se debe
decidir el tipo de alimentacién. Esta eleccién se realiza aleatoriamente de acuerdo a una cierta
funcién de probabilidad.

(d) Hemos empleado el procedimiento del capitulo 5 para seleccionar el valor de K, concretamente
hemos elegido

- —0.05|c° _0.0217 ||
T Tog(0) e
donde ¢? es el valor de la solucién inicial.

La adaptacion del SAA al BLM’ esté descrita en la tabla 6.4.

6.6 Experimentos computacionales

En esta seccién comparamos la eficiencia computacional de los cuatro algoritmos heuristicos desarro-
llados. Se han generado aleatoriamente los problemas de prueba para este experimento. La figura 6.4
ilustra el procedimiento de obtencion de las redes de prueba. En primer lugar se generan tres circulos
de diferentes radios e igual centro. En el circulo A se distribuyen aleatoriamente (uniformemente) los
centroides destino. Sobre la corona circular definida por los circulos A y B se emplazan aleatoriamente
(uniformemente) las posibles localizaciones de los intercambiadores. En la corona circular definida por
los circulos B y C se sitian los centroides origenes de forma aleatoria (uniformemente). El conjunto
de pares de demanda O-D se generan, par a par, obteniendo su origen y su destino como se ha des-
crito anteriormente. Supongamos que se ha generado el par w = (O, D) (ver la figura 6.4), entonces
calculamos las k distancias menores de ir del origen O al destino D mediante intercambiadores.
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Tabla 6.4: Algoritmo SAA

0

o

. (Inicializacién): Sea (y°,z°) una solucién inicial y sea ¢ su coste. Definimos los pardmetros
To, Tf, y a de acuerdo a la regla (a) y decidimos el valor de K mediante (d). Seleccionamos
los parametros NAC y NRC como en (b). Definimos las variables asociadas a la mejor solucién
encontrada y las inicializamos mediante y°? = y° y z°? = z°. Ponemos todos los contadores a
cero: cNAC=0, cNRC=0¢ei=0.
1. Dada la solucién (y*, z*) seleccionamos (y’,z’) € Si(y*) empleando el criterio (c). Sea ¢’ el coste
de la solucién (y’,z’).

2. Si ¢ < ¢ entonces (yitt,ztl) = (y',2') y ¢! = /. Si ¢ < ¢°P entonces (y°P,z%) =
(y'2')y e =c.

3. En caso contrario, (y'*!,zi*1) = (y/,2’) con probabilidad p = exp—[(c’ — ¢!)/KT], y
(y+1,zit1) = (y*, z%) con probabilidad 1 — p.

4. Si la solucién (y’,z’) ha sido aceptada entonces cNAC = ¢NAC + 1y ¢NRC = 0. En caso

contrario cNRC = ¢cNRC + 1. Si eNAC = NAC o ¢eNRC = NRC entonces disminuir la

temperatura 7 = a7, tomar cNAC =0 y tomar ¢cNRC = 0.

5. Si T < 7y parar. En caso contrario tomar ¢ =4+ 1 y volver al paso 1.

B Centroide
® I[ntercambiador

w=(0,D)

Figura 6.4: Tlustracién de la generacién de las redes de prueba

Este conjunto de intercambiadores serd T,,. Después se calculara el coste de transporte para cada
alternativa, esto es C2, C% C¢ y C%. Hemos supuesto que estos costes son proporcionales a su distancia
euclidea (d;), estando determinada cada constante de proporcionalidad por la velocidad media del
modo de transporte. Por ejemplo, el viaje combinado a través del intercambiador ¢ (ver la figura 6.4)
serd la suma del tiempo empleado en recorrer la distancia d; més el tiempo empleado en la distancia
ds. El tiempo empleado en la primera parte dependerd de si se ha recorrido en coche, andando, o en
la linea de autobuses locales, mientras que el tiempo empleado en la segunda componente del viaje,
ds, sera idéntico para todos los viajes combinados, ya que todos emplearan la misma linea principal
de transporte piiblico. El coste de transporte en la alternativa (d) serd proporcional a la distancia d3.

Hemos considerado tres disenos diferentes de la red secundaria para alimentar los intercambiadores
que originan tres velocidades de acceso y tres costes diferentes de diseno para los autobuses locales.
Estos costes son la suma de la instalacion de las lineas y de gestion.

Para obtener los parametros logit, hemos supuesto que dos localizaciones que generaran los mismos
costes de transporte, para un par de demanda determinado, producen el mismo nimero de usuarios
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(de esta demanda) en cada uno de estos intercambiadores. Esto implica que todos los pardmetros
logit asociados a las localizaciones deben ser iguales, hemos elegido el valor ay = 0.

Por otro lado, hemos asumido que la eleccién del tipo de aparcamiento, ésto es, aparcar en la calle
o en el intercambiador, sélo depende de los costes generalizados y, por tanto, los parametros satisfacen

a} = o para todo t € I, siendo este valor 0.

Hemos considerado una particion modal de referencia en el conjunto de la red y, sobre ésta, hemos
ajustado los pardmetros a®. Después, teniendo en cuenta los costes de transporte, hemos ajusta-
do mediante minimos cuadrados ponderados los pardmetros 81 y (2, de modo que las predicciones
efectuadas por el modelo logit se ajusten lo més posible a la particién modal de referencia.

Hemos considerado una medida del beneficio del sistema de transporte, B(g), que depende exclu-
sivamente de la variable g y su expresion funcional es

B(g) =) Bi(g)+u (Ud* -> gfﬁ@ff*) : (6.17)
t=1

weWw

donde para cada localizacién t se define B; por

Bi(g) =< > (g% +9500, +9508,)
weW,

con 65’t =1 si el viaje w en el modo k emplea el intercambiador ¢ y éfjﬁt = 0 en otro caso.

Este beneficio tiene dos componentes, por un lado esté el beneficio econémico obtenido por las ta-
rifas de transporte ptublico pagadas por los usuarios de esta red y, por otro lado, esté el beneficio social
que produce la intervencién en el sistema de transporte publico (reduccién de emisiones, reduccién de
consumo de energfa, etc.) debido a la disminucién de la cuota de mercado de los vehiculos privados
(d). La primera componente estd determinada por el precio del billete ¢ y por el niimero de usuarios
en la red de transporte publico. El segundo factor se recoge transformando la reducciéon del nimero
de horas usadas en vehiculos privados en beneficio social, para ello, se compara el nimero total de
horas empleadas por los vehiculos privados, U®*, con las empleadas tras la intervencién en el sistema
de transporte y el parametro p transforma esta diferencia a unidades monetarias.

Hemos considerado que el coste de instalacion y gestién de los intercambiadores tiene la expresion
m
L(y) = Z feye
t=1

Hemos tomado el mismo parametro f; para todas las posibles localizaciones.

La formulacién matematica del diseno de la red secundaria emplea variables enteras z;, que toman
un conjunto finito de valores, cada uno asociado a un diseno. Hemos supuesto que estas variables solo
pueden tomar los valores 1,2,3, y que la funcién Cg(-) estd definida para cada disefio considerado
1,2, 3, proporcionando los costes de cada uno de ellos, por tanto, el coste de la red secundaria esta
dado por

R(y,z) = Z Cr(z)ye

El coste computacional de los algoritmos heuristicos en cada iteraciéon depende crucialmente del
pardmetro k (que define el tamano del entorno). Hemos tomado en todas las pruebas computacionales
el valor de k = 1.

Los cédigos han sido ejecutados sobre un ordenador PC de 384 megabytes de RAM y 400 MHz y
los programas fuentes se han codificado en FORTRAN (Visual Workbench).

El tamano de los problemas de prueba se muestran en la tabla 6.5. La columna cuarta muestra el
tiempo medio de CPU empleado en la resoluciéon de un modelo LLP. Este valor depende del ntimero
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Tabla 6.5: Tamano de los problemas de prueba

Red de pruebas |[W|* m? CPU per LLP¢
NET1 300 25 0.29
NET2 300 50 0.26
NET3 300 100 0.24
NET4 500 100 0.38
NET5 1000 50 0.47
NETG6 3000 25 3.12

% Ntimero de pares de demanda.
b Ntmero posible de localizaciones de intercambiadores.
¢Tiempo medio CPU empleado en la resolucién de un LLP.

Tabla 6.6: Resultados computacionales

Red de pruebas FGA BGA IA SAA
NET1 -473240.10° -488721.5 -483845.2 -481622.3
660° 882 136 4153
NET2 -466172.6  -485436.0 -469551.8 -472346.2
1602 3624 288 10013
NET3 -635517.9  -630940.6 -608787.5 -627120.1
4692 15648 1094 34438
NET4 -512012.4  -506577.9 -490027.4 -494691.6
5430 15300 1547 46533
NET5 -412825.4  -437841.5 -395456.9 -404498.1
2241 3564 513 33805
NET6 -466086.2  -471755.7 -469353.4 -474846.6
741 696 104 9587

¢ Valor de la funcién objetivo.
® Niimero de evaluaciones de la funcién objetivo.

de pares O-D considerados y del nimero de iteraciones realizadas por el algoritmo de Gauss-Seidel.
Hemos observado que en los problemas de prueba empleando ny = 3 y n = 4 la sucesién {g'} es
Hnggl—;Hgm es aproximadamente de 1.%. Esto indica que este algoritmo
es un buen procedimiento para resolver los problemas LLP. La principal desventaja del algoritmo es
que no es convergente cuando la capacidad de los aparcamientos (u) es muy pequena respecto a la
demanda potencial. En este caso, el algoritmo genera una sucesién oscilante (no divergente) y para
esta situacion se hace inevitable recurrir a la formulacién mediante programacién matematica ya que
tiene asociada algoritmos convergentes.

convergente y el error relativo

La tabla 6.6 muestra los resultados experimentales. Los mejores resultados se obtienen con los
algoritmos FGA e TA. El coste computacional del TA es significativamente menor que el resto. Como
conclusién, se recomienda el uso del IA. Para problemas donde se requiera un gran esfuerzo computa-
cional también se puede emplear el SAA y para problemas de menor tamano, los algoritmos FGA y
BFA son competitivos. La figura 6.5 ilustra esta afirmacion observando que al principio el TA y SAA
obtienen mejores soluciones pero al final esta tendencia se invierte.

6.7 Ejemplo de localizacion de intercambiadores

En esta seccién ilustramos el uso del modelo para localizar nuevas estaciones en una red de metro.
Hemos considerado la red de metro de la figura 6.6, que estd compuesta por dos lineas de metro y 6
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Figura 6.5: Progreso de los algoritmos

Numero de Demandas 6|

Parametros funcion BPR:  |v', B', n, VA B n,
Intercambiador (1-8) 0,09 0,09 2 0,1 0,1 3
Parada (9-16) 0,9 0,9 20 0,1 0,1 3

Parametros funcion coste inter/parada
Intercambiador (1-8)
Parada (9-16)

Figura 6.6: Red de prueba para la localizacién de paradas de metro

pares de demanda entre 6 origenes y un centroide destino. Se supone que en la red se puede instalar
hasta 16 nuevas paradas. En las ocho primeras localizaciones, se instalarian paradas con aparcamientos
disuasorios (lo que denominaremos intercambiadores) y en el resto simplemente se instala una parada
de la linea de metro.

A continuacién, mostraremos varios resultados al variar ciertos parametros y condiciones del mo-
delo. Los resultados de la primera prueba se muestran en la figura 6.7. En esta prueba se decide
la localizacion de intercambiadores y paradas. La solucién obtenida sitia en los nodos 4 y 6 dos
intercambiadores y en los nodos 9 y 16 dos paradas. También se muestra la desagregacion de los
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Prueba Numero 1 Solucién: Inter biadores 4,6,9,16
DEMANDA PARK & RIDE METRO COCHE
O/D Valor Inter 4 Inter 6 Parada 9 |Parada 16| Total
Parking | Calle | Parking| Calle Calle Calle Park & R
A-Z 2000 0 0 63 14 0 0 77 681 1242
B-Z 3000 86 21 0 0 0 0 107 1161 1732
c-z 3500 78 19 0 0 0 0 97 1055 2348
D-Z 3000 35 9 52 12 0 0 108 1025 1867
E-Z 1000 0 0 29 7 0 0 36 320 644
F-Z 2000 0 0 55 12 0 0 67 730 1203
Totales | 14500 199 49 199 45 0 0 492 4972 9036

Capacidad |Parking Calle

Inter 1- 8 250 50

Inter 9 - 16 0 0

Inter/paradas preinstalados
NMAX=16

Numero maximo Inter/paradas

ETA=20

Incentivo por descongestion del trafico
=25

=15 @ Intercambiador
=1.0

O Parada
E Centroide

Figura 6.7: Resultados de la prueba 1 para la localizacién de paradas de metro

14,500 usuarios potenciales por pares de demanda, por modo de viaje y por tipo de aparcamiento.
Como en las paradas 16 y 9 no existe posibilidad de aparcar, ya que no es un intercambiador y no
existe capacidad en la calle, no existen viajes park’n ride a través de estas paradas.

El enfoque del ejemplo anterior disena las paradas de dos nuevas lineas de transporte, pero en la
practica pudiera ocurrir que lo que se desea es ampliar una linea ya existente. El siguiente ejemplo
recoge esta situacién. Se supone que ya existe un intercambiador instalado en el nodo 1 y se desea
instalar solamente dos nuevas paradas/intercambiadores. Los resultados se muestran en la figura 6.8.
La solucién coincide con el caso anterior, excepto que se ha eliminado las paradas 9 y 16 para poder
satisfacer la restriccién del niimero maximo de estaciones a instalar. Los algoritmos FGA y BGA
son los que se pueden adaptar mas facilmente a la nueva situacién de limitar el maximo nimero de
paradas.

El modelo permite recoger la capacidad de los aparcamientos disuasorios de los intercambiadores.
El siguiente experimento es una repeticién del primero, exceptuando que la capacidad de los aparcamien-
tos de los intercambiadores se ha triplicado, esto es, tienen una capacidad de 750 plazas. La solucién
obtenida se muestra en la figura 6.9. El hecho de que la capacidad sea tan elevada ha hecho reemplazar
el intercambiador 4 por una estacién sin aparcamiento. La parada 16 desaparece, esto puede ser de-
bido a la naturaleza heuristica de los algoritmos empleados, pero parece méas probable que ocurra por
el efecto del aparcamiento en el nodo 6. En el primer caso, la instalacién de la parada 16 da servicio
a 320 personas de la demanda (E, Z), en este caso, la instalacién del intercambiador en el nodo 6 da
servicio a 87 en modo park’n ride, reduciendo la demanda potencial de la parada 16 y haciendo que
no se instale esta parada por falta de una demanda suficiente.
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Prueba Numero 2

Solucidn: Intercambiadores 1,4,6

DEMANDA PARK & RIDE METRO COCHE
O-D Valor Inter 1 Inter 4 Inter 6 Total
Parking | Calle | Parking| Calle | Parking| Calle |Park & R
A-Z 2000 105 35 0 0 11 3 154 654 1192
B-Z 3000 0 0 87 21 0 0 108 1161 1731
c-z 3500 0 0 80 19 0 0 99 1055 2346
D-z 3000 0 0 27 7 69 16 119 1021 1860
E-Z 1000 0 0 0 0 47 12 59 0 941
F - 2000 0 0 0 0 62 15 77 726 1197
Totales | 14500 105 35 194 47 189 46 616 4617 9267
Capacidad |Parking Calle
Inter 1- 8 250 50
Inter 9 - 16 0 0

Inter/paradas preinstalados

i

NMAX=3

Numero maximo Inter/paradas

TA=20
Incentivo pol
=25
=15
=1.0

i

B0

descongestion del trafico

© Intercambiador

O Parada

@ Centroide

Figura 6.8: Resultados de la prueba 2 para la localizacién de paradas de metro

Prueba Numero 3

Solucion: Intercambiadores 6,9,12

DEMANDA PARK & RIDE METRO COCHE
O-D Valor Inter 6 Parada 9|Parada 12| Total
Parking | Calle Calle Calle Park & R
A-Z 2000 118 10 0 0 128 663 1209
B-Z 3000 0 0 0 0 0 1204 1796
Cc-Z 3500 0 0 0 0 0 1085 2415
D-Z 3000 141 16 0 0 157 1007 1836
E-Z 1000 78 9 0 0 87 0 913
F-Z 2000 104 9 0 0 113 713 1174
Totales | 14500 441 44 0 0 485 4672 9343
Capacidad |Parking Calle
Inter 1- 8 750 50
Inter 9 - 16 0 0

Inter/paradas preinstalados
NMAX=0

Numero maximo Inter/paradas

Era=20 ]

Incentivo
0°=2.5
0°=1.5
°=1.0

or descongestion del trafico

@ Intercambiador
O Parada

@ Centroide

Figura 6.9: Resultados de la prueba 3 para la localizacién de paradas de metro

195
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Apéndice I: formulacion de las condiciones de equilibrio me-
diante programacion matematica

En este apéndice justificamos que una soluciéon del problema LLP es éptima si y sélo si satisface
las condiciones de equilibrio (6.5). Para ello aplicaremos las condiciones de optimalidad de KKT al
problema LLP. Este problema es convexo y linealmente restringido, por tanto las condiciones de KKT
son necesarias y suficientes.

Las condiciones KKT son necesarias y suficientes si demostramos que la funcién objetivo de LLP(x)
es convexa. Solamente el término G(g) de la funcién objetivo, asociado a la desagregacién de la
demanda, puede ser no convexo. Veamos que cada uno de sus sumandos es convexo y por tanto G(g)
también lo sera.

El término que involucra a las variables g2, es suma de funciones de entropia multiplicadas por la
constante 1/35. Si asumimos que 33 > 0 este término serd convexo.

Consideremos el siguiente término para un par w

(1/82)g5,/(In gl ; — 1+ az) — (1/8s)g5 1(Ingg , — 1), (6.18)
que puede reescribirse por
[(1/B2) = (1/B3)]gs o (In gl — 1) + (1/B2)g5 r0ue- (6.19)

Como la funcién entropia gg , Ingg , es convexa, el término g ,a; es lineal y suponiendo que

B2>0, B3>0y B3> P2 (6.20)

entonces obtenemos que todos estos términos son covexos y por tanto su suma
(1/82) D > g5e(ngl, —L+ar) = (1/8:) Y > gb.(ngl,—1)
weW tel, wEW tel,
también serd una funcion convexa.

Empleando un argumento similar se prueba que si se cumple

p1>0, 2>0y PB2> b (6.21)

entonces la funcién
(1/81) > > gh(mgh—1+0%) —(1/8) > g2(ngl —1)
ke{a,b,c weW weWw
es convexa.

Tras estas consideracionesm asumiremos que se cumplen las condiciones (6.20) y (6.21) y por tanto
la funcién objetivo de LLP(x) es convexa.

La funcién Lagrangiana del problema LLP es

L=T+> M| > d-0. +ZAZ<Zgﬁ,t—gZ>+

weWw ke{a,b,c,d} weWw tel,
S a a a ay ag a
§ A ( E 97t — gts> + § § )‘w,t (gw,t + 9. — gw,t)
tel,se{1,2} weW; tel weW,

Primeramente calcularemos las derivadas parciales de la funcién Lagrangiana respecto a las varia-
bles primales

{92, g, 95, 92 984 9%, 91}
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oL & &
@ = (1/p1) (10g9w+@ )
+ UM+, ke{b c d}, weW (6.22)
oL
9oz (1/B1) (log g5, + o) — (1/B2) log g,
+ A=A weW (6.23)
oL u u
9. (1/82) (log g% , + o) — (1/85)log g2 ,
w,t
- At AL telbweW; (6.24)
oL a s S
aa. (Vﬁs) (108 9t T at) + Uwft
8gw,t
+ N+ telweWyse{l, 2} (6.25)
oL ci(g7)
— = 22\ I 1, 2 6.26
B . A telsed{l, 2} ( )

Empleando la condicién de estacionariedad del Lagrangiano, obtenemos que % = 0. Usando esta
condicién, de (6.26) obtenemos

A= G (ft) (6.27)

Empleando (6.27) para sustituir Aj en (6.25) y usando (6.9), obtenemos que
log ggft = _ﬂSUgft* —aof — ﬂSAZ,t

y obtenemos

ggft = €xp (*{O‘f + ﬂ3U£ft*}) exp(—F3A;, +) (6.28)

donde af + B3 U(ift* es el coste de transporte de la alternativa park’n ride para el par w, empleando el
intercambiador ¢ y utilizando un aparcamiento tipo s. Empleando la relacién (6.28) es facil ver que
las proporciones de viajes en el par w, que emplean el intercambiador ¢ y el tipo de aparcamientos s
se obtienen por la relacion

95 _ exp{— (ast + 63U5,St*)}
Dvef1) 93/} Ywenaoxp{—(af + BU577)}

Utilizando la relacién g¢'y + g5% = 92, v (6.28)

g:.l;,t = Z exp (—{af + 53(]3;*}) exp(—ﬁg,)\&t) (6.29)
s€{1,2}

Tomando logaritmos en ambos lados de (6.29) se consigue

—1
Aot = Bs log g5 v — L4 (6.30)

donde Lf ; se calcula como el “log-suma” de los costes de transporte en cada subalternativa de g, ,,
es decir,

-1

Lg’t - B3

log Z exp (—{of + B3US})
se{1,2}
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Sustituyendo (6.30) en (6.24), obtenemos
1
B2

Despejando g, , de la anterior relacion

(log gl + ) + L + 25 =0

gi‘,,t = exXp (_{at + /62L$,t}) exp(—0B2Af)

(6.31)

La proporcién de viajeros de tipo park’n ride para el par w que emplean el intercambiador t es

gg,t . exp{— (at + 52L3;,t)}
Zt’e]w 940 Zt’elw exp{—(az + 62Li,t')}7

Empleando (6.12) y (6.31), obtenemos

98 =" exp (—{on + BaLl,}) exp(—B2AS)

tel,

y despejando A% de la anterior relacién

-1
Ay = —loggl — L

w
2
donde L% viene dada por (6.3). Sustituyendo A% en (6.23), obtenemos

1
ﬁ—(logg$+a“)+AW+LZ =0
1

Sustituyendo g¢ en la relacién anterior
g5 = exp(—{a” + B1L{}) exp(—Bidn)
Despejando g en (6.22), conseguimos
96 = exp(—{a* + B1US"}) exp(—Fi)w)
empleando (6.34) y (6.35), obtenemos que la particién modal de la demanda es

¢ ep— (et aU)
Pbelaped 95 Ckefaped Xp— (@ + /UL

donde UZ* = LY que es el “log-suma” de las utilidades LY, ;, donde ¢ € I,,.

w,t?

Empleando (6.11) y (6.24), obtenemos el multiplicador A,

1 1 ’ ,
Aw = 3 log g, + 5 log Z exp—(a* + BUS ™)
1 1 k' c{ab,c.d}

(6.32)

(6.33)

(6.34)

(6.35)

(6.36)

y si sustituimos las expresiones (6.30), (6.33) y (6.36) de los multiplicadores en (6.35), (6.32) y (6.28)

obtenemos las condiciones de equilibrio (6.5).



Capitulo 7

Conclusiones, aportaciones y
futuras lineas de investigacion

Este capitulo recoge las aportaciones y conclusiones que se han obtenido en los capitulos anteriores.
También aborda los puntos que requieren de una mayor profundizacién y que seran tratados como
nuevas lineas de investigacién en el futuro.

7.1 Conclusiones y aportaciones

Cada capitulo de la tesis se centra en un problema determinado, estando relacionado con el resto de
los capitulos, pero abordado de forma autocontenida, lo que los hace independientes en gran medida.
Es por este motivo por lo que en esta seccién analizamos capitulo a capitulo cudles han sido las
conclusiones y aportaciones de cada uno de ellos.

El capitulo Introduccion y sumario estd destinado a introducir los temas de referencia para este
trabajo y no contiene ninguna aportacién original.

§1. Modelos de equilibrio con modos combinados

Este capitulo presenta un modelo de asignaciéon en equilibrio para viajes con modos combinados en
el que los usuarios eligen explicitamente la ruta, el modo de transporte y el nodo de transferencia.
Este modelo, denominado TAP- M, puede ser considerado una extension del modelo desarrollado en
Ferndndez y otros [73] para costes simétricos (apéndice III del capitulo 1) al caso asimétrico. Esta
extension ha requerido emplear una formulacién mediante desigualdades variacionales en el espacio
de flujos en los hipercaminos.

Ademsds, en este trabajo se han desarrollado dos algoritmos de generacién de columnas / descom-
posicién simplicial desagregada para el modelo en desigualdades variacionales, formulado en el espacio
de flujo en los hipercaminos. El primer algoritmo, genera las columnas mediante un subproblema de
tipo Frank-Wolfe y el segundo mediante un subproblema tipo Evans. Este tipo de algoritmos es nuevo
en el contexto de desigualdades variacionales, habiéndose sido aplicados en el contexto de modelos de
optimizacién. También se ha analizado el caso especial de que el modelo pueda ser reformulado en el
espacio de flujo en los arcos, mostrando que el RMP de estos dos algoritmos es equivalente al RSD
aplicado al TAP.

Se han realizado pruebas computacionales para el caso simétrico, mostrando que el algoritmo con
generacion de columnas tipo linealizaciéon parcial de Evans tiene mejores propiedades de convergencia.

La primera contribucién es la metodologia utilizada en la resolucién del TAP-M ya que, aunque
se ha empleado la descomposicién simplicial en un contexto de desigualdades variacionales, no se ha

199
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aplicado a modelos inelasticos o combinados.

La segunda contribucién de este capitulo es la aplicacién del modelo TAP-M al diseno paramétrico
de intercambiadores multimodales urbanos. Es por esto, por lo que se han desarrollado pruebas
numeéricas orientadas a ilustrar el uso del modelo para disenar los llamados factores hard, como pre-
cios, capacidades, distancias, etc. y los llamados factores soft, como la seguridad, tiendas en el inter-
cambiador, zonas de espera, etc. mediante la modificacién de los parametros del modelo de demanda
logit. Este diseno lo hemos denominado paramétrico, para reflejar como el operador del sistema va
introduciendo las politicas mediante la variaciéon de la parametrizacion de la red. En los capitulos
5 vy 6 se ha empleado una metodologia binivel para que las politicas del operador sean generadas
automaticamente por el modelo.

§2. La clase de algoritmos CG/SD en optimizacién convexa diferenciable:
analisis de la convergencia

En este capitulo se desarrolla una clase de algoritmos de generacién de columnas /descomposicién
simplicial (CG/SD) para resolver el problema de programacién matematica convexa diferenciable. La
clase CG/SD constituye una generalizacién de los algoritmos de descomposicién simplicial no lineal
(NSD) de Larsson y otros [154, 141].

La primera diferencia entre las clases NSD y CG/SD radica en el principio de generacién de
columnas. El NSD obtiene las columnas como solucién (truncada) a una aproximacién cuadrética del
problema original, mientras que en el CG/SD se obtienen mediante la aplicacién de varias iteraciones
de un algoritmo cerrado y de descenso (Zangwill [248]) a una funcién de mérito, que puede ser la
propia funcién objetivo. La clase CG/SD reemplaza los subproblemas CGP del NSD por algoritmos
cerrados de descenso en el proceso de generacién de columnas. La clase NSD es un caso particular
de la CG/SD, donde los algoritmos estdn definidos a través de los subproblemas CGP y solamente se
realiza una iteracion para obtener la columna.

La segunda diferencia radica en la gran libertad en la definicién de la regién factible del RMP. La
clase CG/SD emplea conjuntos (compactos) convexos, mientras que en los algoritmos de descomposi-
cién simplicial son conjuntos poliedrales.

La principal contribucién del capitulo es la formulacién de la clase CG/SD y el establecimiento de
su convergencia asintotica.

La clase CG/SD (como se pondra en evidencia en el capitulo 3) se puede interpretar como una
forma de acelerar la convergencia de un algoritmo de optimizacién mediante un esquema de descom-
posicion simplicial. En este contexto, se puede plantear qué propiedades del algoritmo de optimizacién
empleado en la fase CGP son heredadas por el algoritmo simplicial.

La segunda contribucién significativa del capitulo es el estudio de la transmisién de las propiedades
de identificacién de la cara dptima (restricciones) y de la convergencia finita. El estudio de estas dos
cuestiones lleva a un anélisis preliminar de las condiciones de regularidad del problema (cualificacién
de restricciones) y al estudio de la geometria de las soluciones éptimas que permitan garantizar la
transmisién . El otro elemento clave de este proceso es la definicién (reglas de generacién/eliminacién
de columnas) y resolucién del RMP. Bajo ciertas condiciones, que cubren todos estos aspectos, se
ha dado una caracterizacién del problema de identificacién de la cara éptima (restricciones). Se
ha demostrado que la hipétesis de minimo débilmente puntiagudo es una condicién suficiente para
garantizar la convergencia finita de un importante grupo de algoritmos CG/SD.

Se ha encontrado un algoritmo CG/SD y un problema determinado en el que no se produce
convergencia finita. Esto pone de manifiesto que esta propiedad, que poseen los algoritmos SD y
RSD, no la posee todos los algoritmos de la clase CG/SD.

Una contribucién menor de este capitulo es la demostracion, siguiendo las ideas de Hearn y otros
[123], de que la regién factible del RMP sigue siendo un simplex, bajo la hipétesis de que los proble-
mas RMP son resueltos exactamente y empleando las reglas cldsicas de introduccién/eliminacién de
columnas.
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§3. La clase de algoritmos CG/SD en optimizacién: estudio computacional

En este capitulo se hace un estudio computacional de la clase de algoritmos CG/SD empleando dos
problemas de flujos en redes no lineales. El primero es el problema uniproducto SCNF y el segundo
es el problema multiproducto TAP-M (versién simétrica).

Se ha analizado numéricamente los dos siguientes aspectos.

¢ Validacién de la clase CG/SD como procedimiento para acelerar la convergencia de los algoritmos
de direcciones factibles y para mejorar los algoritmos clasicos de descomposicion simplicial.

¢ Estudio de los parametros y del papel de la prolongacién de las columnas a la frontera relativa
en la eficiencia de los algoritmos CG/SD.

La clase CG/SD respecto a los algoritmos RSD y SD resuelve un menor nimero de problemas
RMP y son de menor tamano, lo que conlleva a una reduccién significativa del coste computacional
en la fase RMP, sin embargo, el nimero total de puntos extremos generados por el CG/SD no siempre
es menor que el generado por el RSD o SD. Esta situacién dependera del problema en cuestion y de
la precisién demandada en su solucién y por tanto, el CG/SD no siempre mejora la fase CGP.

La principal mejora de la clase CG/SD respecto a la clase NSD radica en la forma de mejorar la
calidad de las columnas generadas. En los métodos NSD un incremento de la calidad de las columnas
solo se puede conseguir mediante una mejor aproximacién del problema original o incrementando la
precisiéon en su resolucién. Con la clase CG/SD se puede incrementar la calidad de las columnas
aplicando mayor nimero de veces el algoritmo A. en la fase CGP. Otra forma de interpretar esta
mejora es ver el NSD como un caso particular de CG/SD donde n. = 1 (ntmero de veces que se aplica
el algoritmo A, para generar la columna).

La principal conclusién del estudio numérico de la fase de prolongacion de las columnas a la frontera
relativa, es que se pone de manifiesto que si no se efectiia dicha prolongacién entonces la velocidad de
convergencia del método CG/SD estd monitorizada por el algoritmo empleado en la fase CGP. Por
contra, si se efectia la prolongacién y r > dim F* + 1 la velocidad en la convergencia del algoritmo
CG/SD estd monitorizada por el algoritmo empleado en el RMP (A,.). Este resultado, unido a que
la clase de algoritmos CG/SD mantiene pequenio el ndmero de variables en el RMP (y por tanto su
complejidad computacional), permite la elaboracién de algoritmos con tasa de convergencia superlineal
(incluso cuadrética) para problemas de grandes dimensiones en un tiempo admisible de célculo.

La contribucién fundamental de este estudio numérico, es que se ha mostrado que la clase CG/SD
mejora (en algunos casos significativamente) los algoritmos de descomposicién simplicial RSD, SD y
NSD. Esto conduce a que la clase CG/SD constituye el Estado-del-Arte para los métodos de resolucién
de problemas de flujos en redes de grandes dimensiones, como son, los modelos de asignacién en
equilibrio, y quizés, también lo sea para otro tipo de problemas de programacion matematica convexa
diferenciable.

Otra contribucién del capitulo ha sido el estudio de los pardmetros n., n, y r y de sus interacciones.
Se ha mostrado que, en general, es recomendable tomar n, > 1, r = oo para columnas de calidad alta
y que el parametro n, tiene una importancia menor para este tipo de columnas.

Un resultado importante es el método para calcular la prolongacién a la frontera relativa para
cierta clase de métodos de direcciones factibles, que unido a la redefinicién de la clase CG/SD en
un contexto de optimizacién (no necesariamente convexa diferenciable), permite considerar la clase
CG/SD como un procedimiento para acelerar la convergencia de los algoritmos de direcciones factibles.
Este resultado se muestra numéricamente en los problemas de prueba.

Otras aportaciones son: la elaboracién de aproximaciones cuadraticas mondtonas diferenciables
para ser empleadas por la clase NSD, el desarrollo de una herramienta para actualizar dindmicamente
el valor del pardmetro n. (nimero de veces que se aplica el algoritmo 4. para generar la columna) as{
como los indicios sobre la no idoneidad de los problemas RMP no linealmente restringidos.
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§4. Calibracién de parametros y estimacién de matrices O-D en modelos
combinados: un modelo de programacién matematica binivel

Este capitulo estd dedicado al problema de calibrar los pardmetros y estimar (actualizar) la matriz
O-D en los modelos combinados de equilibrio. Estos problemas se tratan a través del estudio del
modelo combinado TAP-M.

Inicialmente se ha analizado el problema de la calibracién del TAP-M y se ha formulado mediante un
modelo de programacion matemaética binivel. Se han caracterizado tres fuentes de sobrespecificacion
de los parametros y se ha realizado una pequena experiencia numérica para la eleccién de la métrica
del nivel superior. Los mejores resultados computacionales se obtienen mediante el método de méaxima
verosimilitud.

Posteriormente se ha desarrollado una nueva metodologia, basada en la programacién matemaética
binivel, para abordar simultaneamente los problemas de calibracién y de estimacién de matrices O-D,
para el modelo TAP-M. El nivel superior de este modelo, denominado CDAM, decide la combinacion
de los pardmetros y de la matriz O-D de modo que el problema de asignacién en equilibrio TAP-M
reproduzca lo més fielmente posible toda la informacién que se dispone sobre observaciones de aforos,
matrices desactualizadas, resultados de encuesta, etc.

Se ha demostrado la existencia de soluciones del CDAM bajo la hipétesis de que las métricas
empleadas en el nivel superior son continuas. Se ha demostrado la existencia de soluciones para el
problema CDAM. La demostracién requiere una adecuada formulacién de las condiciones de equi-
librio (teorema 1.2.1) para poder estudiar la dependencia continua entre los flujos en equilibrio y
los parametros del modelo. Este resultado implica que se puede aplicar el CDAM, incluso cuando
el conjunto de observaciones de aforos sea incompleto y/o inconsistentes, o si no se dispone de una
matriz O-D o particiéon modal de referencia.

El CDAM generaliza el primer modelo desarrollado para la calibracién del TAP-M y permite
emplear informacion sobre flujos en la red multimodal y encuestas en el proceso de calibracién.

El modelo propuesto combina la eleccién de ruta, de modo y de nodo de transferencia en el proceso
de estimacién de las matrices y calibracién. Este modelo posee respecto a una metodologia secuencial
dos importantes ventajas:

¢ La bondad del ajuste entre el comportamiento observado y estimado por el TAP-M, es mayor en
el modelo CDAM que en una metodologia secuencial, debido a que el modelo elige entre todas
las combinaciones de parametros y matrices. Mientras que la metodologia secuencial, fija uno de
los valores y estima el otro, por tanto, el espacio factible en la estimacion estd mas restringido.
Ademas, se emplea toda la informacién, tanto para la estimaciéon de la matriz como para la
calibracién de los parametros. Esta afirmacién se ilustra numéricamente mediante un pequeno
ejemplo de prueba.

o El CDAM puede ser empleado en mas situaciones que la metodologia secuencial, debido a que
la fase de calibracién (en la metodologia secuencial) requiere la realizacién de encuestas para
determinar la particion modal y la distribucion de los viajes combinados a través de los inter-
cambiadores. E1 CDAM permite mayor flexibilidad y puede realizar el ajuste de los pardmetros
y de la matriz, basdndose unicamente en los datos disponibles, por ejemplo, en la informacién
sobre los aforos de la red multimodal, por tanto, es un procedimiento mas econémico.

La contribucién més relevante de este capitulo (ademads de la formulacién del citado modelo) es la
elaboracién de un marco para desarrollar algoritmos heuristicos para el CDAM. Se ha demostrado,
bajo condiciones de no degeneracion de los flujos en equilibrio de la solucién éptima, que si el algoritmo
converge en un numero finito de iteraciones, la solucién obtenida es un minimo local del CDAM.

Esta metodologia puede ser facilmente extrapolable al problema particular de estimar las matri-
ces O-D en redes de tréfico congestionadas (DAP), obteniendo como casos particulares de ésta los
algoritmos propuestos en Yang [241].

La caracteristica especial de esta clase, es ver el modelo de equilibrio como un procedimiento
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para generar los caminos Optimos, siendo su flujo asignado por el nivel superior. Tradicionalmente
la mayoria de los algoritmos aplicados al DAP fuerzan al nivel superior a que emplee los caminos
6ptimos del mismo modo como son usados en el modelo de equilibrio.

§5. Capacidad de aparcamientos y tarifacién en viajes combinados: un
problema de diseno de redes continuo

En este capitulo se ha analizado un nuevo problema de disefio continuo en redes multimodales con
modos combinados (CNDP). Este problema aborda el disefio de aparcamientos disuasorios empleados
en los viajes combinados. Se han considerado como variables de interés las tarifas de los aparcamientos
y sus capacidades, suponiendo que la localizacién de los aparcamientos ya ha sido decidida.

Este problema ha sido formulado empleando la programaciéon matemaética binivel y el modelo se ha
denominado NDP-M. En el nivel superior, se fija un plan de aparcamientos, definido por las variables
capacidad y tarifa de los aparcamientos disuasorios. Los usuarios eligen ruta, modo de transporte y
aparcamiento en el nivel inferior que esta definido por el TAP-M.

El NDP-M asume restricciones presupuestarias y su objetivo es disminuir la congestion en una
parte de la red de transporte (por ejemplo, en la red de tréfico). Este modelo puede considerarse un
hibrido entre un problema puro de disefio de redes (determinar la capacidad de los aparcamientos) y
un problema de tarifacién de la congestién (tarifacién de los aparcamientos).

En la red multimodal, los aparcamientos estan representados por arcos y su funcién de congestion
representa el coste generalizado de aparcamiento en funciéon de la capacidad, nimero de usuarios,
tarifa, distancia a la parada, etc. El problema NDP-M busca la parametrizacién adecuada de estas
funciones (dos pardmetros por cada aparcamiento).

Se han desarrollado dos formulaciones equivalentes del NDP-M. La primera, formulacién estandar
(denominada NDP-M(x)), usa directamente como variables de diseno las capacidades y tarifas de los
aparcamientos y la segunda, formulacién no-estindar (denominada NDP-M(y)), emplea como varia-
bles de diseno los costes de aparcamiento. Hemos evaluado computacionalmente ambas formulaciones
y se ha comprobado que la formulacién NDP-M(y) tiene ventajas computacionales sobre la formu-
lacién NDP-M(x) en los problemas de prueba empleados. Este resultado motiva la extensién de esta
formulacién a otros problemas de disenos de redes.

Friesz y otros en [89] aplicaron el algoritmo de simulado recocido (SAA) al NDP. Este trabajo
motivé la utilizacion del SAA para resolver el NDP-M. Las diferencias esenciales entre ambas adapta-
ciones son:

o El NDP-M posee un conjunto de restricciones laterales sobre las variables de diseno. Estas han
sido tenidas en cuenta proyectando las soluciones candidatas en la region factible, definida por
las restricciones laterales.

o En el NDP-M aparecen dos dificultades computacionales para actualizar la matriz de paso
mediante la descomposicién de Cholesky, que son causadas por la no convexidad del proble-
ma NDP-M y por las restricciones laterales. Estas patologias originan matrices de varianza-
covarianza muestral no definidas positivas y por tanto, no es aplicable la descomposicién original
de Cholesky. Se han estudiado varias modificaciones para poder tratar estas situaciones y se
han tratado estas cuestiones computacionalmente.

Una primera conclusién del estudio numérico realizado es que el SAA es computacionalmente
intensivo, lo que hace que su aplicacién se reduzca a problemas relevantes con un tamano mediano
o pequeno. Una segunda conclusion del estudio numérico, es que la convergencia del SAA depende
significativamente del nivel de precisiéon empleado en la resoluciéon del modelo TAP-M, lo que hace
adecuado la clase CG/SD como método de resolucion.

Ademas de la formulacién no-estandar y del estudio del SAA, para resolver nuevos problemas de
diseno de redes, la contribuciéon fundamental del capitulo es la aplicacién del NDP-M a la gestién de
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aparcamientos (tanto disuasorios como localizados en centros urbanos).

Se pueden distinguir dos tipos de metodologias empleadas hasta el momento en los estudios de
planificacién de aparcamientos. El primer grupo se basa en modelos de localizacién, que determi-
nan el ndimero de aparcamientos y su situacién y/o capacidades, atendiendo a la optimizacién de los
pardmetros: distancia andando y accesibilidad. Estos modelos no tienen en cuenta el comportamiento
del usuario frente al disenio de las nuevas facilidades. La otra metodologia se basa en la posibilidad
de evaluar la demanda de aparcamientos (por ejemplo, mediante modelos de demanda desagrega-
da, con modelos de equilibrio, etc.) en funcién de las variables de diseno. El planificador obtiene
varias politicas, que contrasta en varios escenarios futuros y, de esta evaluacién, obtiene el plan de
intervencion en el sistema.

La metodologia desarrollada en el capitulo se fundamenta en la programacion matematica binivel,
presentando importantes avances respecto a la metodologia tradicional. Respecto al primer tipo de
modelos, los de localizacion, el NDP-M tiene en cuenta la reaccién de los usuarios a las politicas del
planificador. Respecto a la segunda metodologia, los que evalian la demanda en funcién del diseno,
las distintas politicas se generan automaticamente por el modelo y el nimero de estas politicas que se
analizan es considerablemente mayor. Esta metodologia tiene un gran potencial de uso para el diseno
de aparcamientos en centros urbanos, que permiten ensayar politicas de restricciéon de aparcamientos
(temporal y/o espacial) junto a ampliaciones, y/o tarifas de uso de los aparcamientos.

§6. Metodologia para el diseno de intercambiadores multimodales urbanos

En este capitulo se aborda el disenio de intercambiadores multimodales urbanos en un contexto de
planificacién estratégica.

Consideramos la gestion de un sistema de transporte publico formado por dos redes de transporte.
La red principal, definida por la red de cercanias y metro, ofrece viajes urbanos de larga distancia,
mientras que la red secundaria, formada por lineas de autobuses locales, alimenta a las lineas princi-
pales. Se supone que se han creado nuevas lineas y/o se han ampliado algunas de las lineas existentes
en la red principal y se desea localizar sobre ellas nuevas estaciones, es decir, el trazado lineal es cono-
cido, pero no la localizacion de las estaciones. Se distinguen dos tipos de estaciones: las convencionales
y las que disponen de facilidades adicionales, como aparcamientos disuasorios o que estan alimentadas
por la red secundaria, que se denominan intercambiadores multimodales urbanos. El problema que se
plantea en este capitulo es determinar la localizacién de los intercambiadores/paradas, la capacidad y
tarifas de los aparcamientos disuasorios y el disenio adecuado para la red secundaria de alimentacién.

Este problema presenta una estructura de juego de Stackelberg, donde el planificador toma sus
decisiones, conociendo la reaccién de los usuarios a su propuesta de diseno de red de transporte, lo que
conduce a una formulacion binivel del problema. En el nivel superior se consideran las decisiones de
localizacion de los intercambiadores, tipo de alimentaciéon mediante una red de transporte secundaria
y el diseno de facilidades de aparcamiento definidas por sus capacidades y tarifas. En el nivel inferior,
LLP, los usuarios eligen el modo de transporte, intercambiador y tipo de aparcamiento para realizar
su viaje.

La complejidad del problema, junto al horizonte temporal de la planificacién (a largo plazo), ha
llevado a un nuevo modelo de equilibrio multimodal con modos combinados entre oferta y demanda
que define el LLP. Las diferencias respecto al TAP-M van en dos direcciones. La primera es un nuevo
nivel en el modelo (de demanda) logit anidado, con el fin de recoger la eleccién que hacen los usuarios
al aparcar en el intercambiador o fuera de él. La segunda diferencia estd en el modelo de red de
transporte (oferta de transporte). En este modelo no se tiene en cuenta cémo las variables de diseno
afectan a la congestién, es decir, se considera un nivel de congestion independiente de las variables de
diseno.

Se han desarrollado dos formulaciones del LLP: una mediante programacion matematica y otra
mediante una formulacién de tipo punto fijo. Se ha demostrado la equivalencia entre ambas formu-
laciones. Para la formulacién punto fijo se ha adaptado un algoritmo de tipo Gauss-Seidel para su
resolucién. Este algoritmo no tiene garantizada la convergencia y ésta es su mayor debilidad, no
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obstante, en los ejemplos numéricos desarrollados converge y ademads de forma muy eficiente.

El diseno de intercambiadores es un problema de diseno de redes mixto, es decir, con variables
discretas (localizacién de intercambiadores y disefio de la red secundaria) y continuas (precio y ca-
pacidades). Desde el punto de vista del horizonte temporal de la planificacién, las variables discretas
se sitian en un contexto de planificacion estratégica y las variables continuas en un contexto tactico.

La complejidad del modelo nos ha hecho centrarnos tinicamente en la resolucién del problema de
diseno de redes discreto, es decir, en el problema de localizar los intercambiadores y elegir el diseno
de la red de acceso para ciertos valores fijos de las variables tacticas. Este problema binivel no lineal
y entero ha sido resuelto con cuatro algoritmos heuristicos. Dos de ellos basados en los algoritmos
golosos, otro en la técnica de intercambio y el cuarto en la técnica del recocido simulado.

Los experimentos numéricos con estos algoritmos demuestran que esta metodologia es computa-
cionalmente intensa pero conduce a soluciones para problemas de mediano tamano. También muestran
que ninguno de los algoritmos heuristicos domina al resto.

La contribucién principal radica en la aplicacién del modelo a un problema importante de la
planificacién de transporte urbano, como es el de la expansién de la red de transporte publico. Esta
metodologia transciende de la aplicacién concreta al disefio de intercambiadores multimodales urbanos
y puede ser aplicada a cualquier problema de disenio de redes de transporte. En un primer paso se
construye un modelo de comportamiento del usuario, posteriormente un modelo de comportamiento
del planificador del sistema de transporte y se integran mediante un modelo binivel que debe ser
resuelto, por lo general, aproximadamente.

7.2 Futuras lineas de investigacion

La realizacién de esta tesis doctoral constituye un aprendizaje de los temas relacionados con la inves-
tigacion realizada y es punto de partida de nuevos proyectos.

La definicién de qué lineas de investigacién merecen ser continuadas requiere evaluar cudles de las
desarrolladas son significativas. Consideramos que las principales aportaciones de la tesis son:

o La clase de algoritmos CG/SD.
o El desarrollo de modelos matemaéticos aplicados a problemas de transporte.

¢ Resolucién de problemas de programacion matematica binivel a gran escala.

A continuacion analizamos, aportacién por aportacién, qué aspectos de los no tratados en este
trabajo pueden ser estudiados en el futuro.

7.2.1 La clase de algoritmos CG/SD

En este trabajo se muestra que los algoritmos CG/SD constituyen el Estado-del-Arte en algunas
aplicaciones. Esto es una motivacién fundamental para seguir analizando esta clase de algoritmos.
Son varias las lineas que consideramos de interés:

1. Aplicacién a nuevos problemas estructurados.

La clase CG/SD es un marco que permite la elaboracién de nuevos algoritmos, resultando
altamente interesante en problemas con estructuras especiales, como los problemas que se han
abordado en la tesis (con estructura de red).

Una linea de interés seria analizar nuevas situaciones importantes como, por ejemplo, el problema
de asignacién de trafico, problemas con estructura de red y con restricciones laterales o incluso
explotar la estructura de producto cartesiano de los problemas de flujo en redes multiproducto.



206

Capitulo 7. Conclusiones, aportaciones y futuras lineas de investigacion

En este ultimo caso, la gran flexibilidad de la definicién de la regién factible del RMP en el
CG/SD nos permite considerar conjuntos de la forma X* = [] .y conv(X]), donde X/, son
los flujos del producto w retenidos en la interaccién ¢t. La eleccién del conjunto X! es vélida
en el marco CG/SD porque es convexo, compacto y conteniendo la tltima iteraciéon del CGP y
RMP. Este caso se puede interpretar como una generalizacién del DSD de Larsson y Patriksson
en [140], originando los algoritmos CG/SD desagregados.

. Extensién al problema de desigualdades variacionales.

Una prolongacién de la investigacion, es la extensién de la clase de algoritmos CG/SD al pro-
blema méas general de desigualdades variacionales que se formula del siguiente modo: encontrar
un x* € X cumpliendo

F(x)7'(x—x*)>0, VxecX. [VIP(F, X)]

donde F : X — R"™ es continua en X. Un primer paso seria el establecimiento de la convergencia
asintética (que es una extension del teorema 2.7). Tal resultado requerirfa de un detallado estudio
para la eleccién adecuada de la funcién de mérito y de sus propiedades, que reemplazarian a
la funcién f utilizada en el algoritmo. También se deberia validar nuevas reglas de eliminacién
de columnas y analizar las propiedades de descenso del algoritmo. Algunos resultados en esta
direccién han sido ya obtenidos en Larsson y otros [138] y Patriksson [198].

Para poder extender los dos resultados fundamentales de identificacién de la cara éptima y
convergencia finita dados en los teoremas 2.4.16 y 2.4.20, deberiamos extender las definiciones
usadas en el capitulo 2. La funcién V f se generaliza al contexto VIP(F, X) reemplazéndola por
la funcién F. Esta identificacién permitiria extensiones de la definicion de minimos débilmente
puntiagudos ( definicién 2.4.18) o la posibilidad de transformar la condicién {VX f(3*)} — 0 a
{Pry (3t [=F(9")]} — 0, necesarias para la identificacién de la cara éptima.

Algoritmos CG/SD anidados.

Una propiedad importante de la clase CG/SD, es que cualquier algoritmo CG/SD puede ser
empleado como método de generacién de columnas en la fase CGP, generando los denominados
CG/SD anidados. Esta eleccién es posible debido a que los algoritmos CG/SD son factibles,
de descenso y convergentes. Este hecho le confiere una cierta flexibilidad para la definicién
recursiva de nuevos algoritmos CG/SD. El mejor ejemplo ilustrativo de este hecho, analizado
en la tesis para los problemas SNFP, utiliza el algoritmo RSD para generar las columnas, esto
es, un esquema RSD dentro de otro esquema superior de RSD. Esta visién origina el nombre de
CG/SD anidado.

El nivel de anidamiento de los ejemplos analizados en la tesis es dos, pero podriamos seguir
este proceso y utilizar estos RSD anidados como procedimientos de generaciéon de columnas,
obteniendo un tercer nivel de anidamiento y asi sucesivamente. Cada nuevo nivel de anidamiento
produce una mejora significativa de la calidad de las columnas generadas y reduce el niimero
y tamano de los problemas maestros, pero el coste computacional para la obtenciéon de las
columnas se ve incrementado. Estas consideraciones y el hecho de que el coste computacional
del RMP para dos niveles de anidamiento es pequeno, hace que, a priori, no sea de interés un
tercer nivel de anidamiento.

Los comentarios anteriores limitan el interés de la exploracién de mayores niveles de anidamiento
en general, pero un caso donde el procedimiento de anidamiento puede tener ventajas com-
putacionales es utilizarlo como método de aceleracién de la convergencia de algoritmos de
busquedas lineales. En estos algoritmos, todos los pardmetros que definen los distintos RMP en
los diferentes niveles valen 1. Esta linea de investigacién es muy concreta y se basa en evaluar
numéricamente el nimero de busquedas lineales en funcién del niimero de niveles de anidamiento
para diversos algoritmos de direcciones factibles.

CG/SD en optimizacién.

En el capitulo 3 se formula la clase CG/SD para algoritmos convergentes a través de puntos
factibles. Esta formulacién tiene dos importantes ventajas, por un lado, permite la extensién de
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la clase CG/SD a problemas no convexos y/o no diferenciables y por otro, la interpretacién de
la clase CG/SD como un procedimiento de aceleracién de algoritmos ya existentes.

En la versién estandar, la definida en el capitulo 2, se emplean las propiedades de convexidad y
diferenciabilidad de las funciones que definen el CDP(f, X) para garantizar la convergencia del
algoritmo empleado en el CGP. Si éste fuese convergente, no necesariamente para un problema
de programacién matemética convexa diferenciable, el algoritmo resultante (eso creemos) debe
de seguir siendo convergente. El establecimiento de la convergencia asintética de esta nueva
clase de métodos constituye un campo de interés.

Posteriormente se plantearfan nuevas condiciones y modificaciones de la clase CG/SD para poder
emplear algoritmos que no usan necesariamente puntos factibles para los métodos de generacién
de columnas, como lo son la programacién matematica secuencial, el algoritmo del Lagrangiano
aumentado, los métodos de penalizaciones, etc.

7.2.2 El desarrollo de modelos matematicos aplicados a problemas de trans-
porte

La motivacion tdltima sobre la que descansan los algoritmos y métodos desarrollados en esta tesis
doctoral, es la de resolver problemas reales que aparecen en la planificacién del transporte urbano.

Su validacién ha sido realizada sobre redes de prueba. Los experimentos han sido disenados para
evaluar las necesidades computacionales demandadas (tanto de los métodos como de los modelos), la
robustez de las soluciones y los datos de entrada. Este andlisis previo es una condicién necesaria para
su aplicabilidad, pero no constituye la validacién definitiva de la metodologia desarrollada. Es por
este motivo, por lo que se requiere de un cambio cualitativo en la evaluacién de la metodologia y éste
se debe fundamentar en la aplicaciéon a problemas reales.

En la actualidad se estd desarrollando el proyecto Métodos para la estimacion de la demanda.
Redes jerarquicas urbanas multimodales financiado por la Comisiéon Interministerial de Ciencia y
Tecnologia en el ITI Plan Nacional de Investigacién Cientifica y Desarrollo Tecnolégico, como proyecto
de I+D en el drea del Programa de Transportes.

En el citado proyecto participa el Consorcio de Transportes de la Comunidad de Madrid y algunas
lineas de interés pasan por la aplicaciéon a la red de metro y autobuses de la ciudad de Madrid de
ciertas adaptaciones de los modelos desarrollados en esta tesis. Los mas relevantes son:

1. Disefio de aparcamientos disuasorios.

La red de metro de Madrid se esta expandiendo fuera de la propia ciudad, uniendo poblaciones
de la periferia. Un tema de interés de la Comunidad de Madrid es el diseno de aparcamientos
disuasorios en las lineas periféricas de metro, con el fin de potenciar los viajes combinados y
reducir la movilidad en vehiculos privados dentro de la ciudad de Madrid.

El modo de abordar este problema consistiria en modelar el corredor sudeste, definido por la
N-ITI, la linea 9 de la red de metro de Madrid, las poblaciones de Rivas-Vaciamadrid y Arganda
del Rey y las lineas de autobuses entre estas poblaciones y Madrid.

El estudio se centraria en la obtencién de las capacidades y tarifas de los aparcamientos disua-
sorios situados en las poblaciones de Rivas-Vaciamadrid y Arganda del Rey, teniendo en cuenta
la competencia entre alternativas de transporte y su correspondiente particion modal de la de-
manda, para lo que se considerarian las caracteristicas de las infraestructuras implicadas. Este
problema requerirfa una adaptacién del modelo NDP-M (desarrollado en el capitulo 5).

2. Estimacién de matrices O-D en la red de metro.

En la actualidad la obtencién de esta informacién es clave para planificar las frecuencias de los
servicios y el diseno de nuevas lineas de transporte.

El estudio de los servicios (a corto plazo) conduce al problema de actualizar la matriz de demanda
O-D existente. Esta matriz se obtiene realizando encuestas en los andenes donde se pregunta a
los usuarios el destino de su viaje y algunas caracteristicas socioeconémicas.
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Una motivacién fundamental del CDAM (desarrollado en el capitulo 4) es que permite actualizar
matrices O-D sobre observaciones de flujo en la red multimodal. Una linea de trabajo serfa la
adaptacién de este modelo para la actualizacién/estimacién de la matriz O-D en una red de
transporte publico, basada en sus sistemas propios de contajes, que ya no son los cordones para
la medicién de aforos de trafico. Los dos sistemas disponibles en la red de metro son los pasos
por torniquetes y los flujos en las secciones de linea. Esta iltima informacién se obtiene con
personal situado en las paradas, que cuentan el nimero de viajeros que suben o bajan en la
misma. Pese a todo, esta informacién tiene un coste econémico apreciable, sobre unos treinta
millones de pesetas, que hace que se realice cada cuatro anos.

La importancia de esta aplicaciéon no es s6lo demostrar que el procedimiento descrito permite
obtener econémicamente una matriz de movilidad, sino compararla con la obtenida con los
métodos tradicionales.

Los estudios de expansién de la red de transporte publico requieren la estimacion de la matriz
O-D de los préximos anos, para ello, se proyecta las caracteristicas sociales y econémicas de la
poblacién y mediante el modelo de las cuatro etapas se obtiene tal estimacién. La determinacion
de esta matriz se realiza a partir de encuestas de movilidad general, realizadas cada década,
debido a su alto coste, y mediante la realizacién de encuestas puntuales.

Este es un objetivo fundamental para el Consorcio Metropolitano pero cuya metodologia difiere
de la tratada en la tesis.

3. Expansién de la red de metro.

La programacién matemaética binivel es adecuada para el disenio de redes, en concreto, permite
el andlisis de la expansién de la red de metro.

Adaptaciones y simplificaciones del modelo de diseio BLPP (desarrollado en el capitulo 6)
pueden ser aplicadas al problema de localizar las estaciones sobre el trazado, ya decidido, de una
nueva linea de metro. Esta es la base para elaborar nuevos modelos de localizacion de estaciones
donde se tuviese en cuenta la reaccién de los usuarios al diseno de la red y el tiempo de viaje
en la misma, en funcién de las estaciones localizadas. Estas ideas constituyen el incio para el
desarrollo de nuevos modelos matemdticos aplicados a la expansién de la red de metro/cercanias.

7.2.3 Resolucion de problemas de programacion matematica binivel a gran
escala

Una taxonomia de los modelos binivel, aplicados al transporte urbano, la constituyen los modelos de
disefio de redes y de estimacién de datos (pardmetros y/o matrices). Esta clasificacién obedece tanto
a la finalidad de los modelos como a la estructura matemaética de los mismos.

En este trabajo, hemos abordado dos problemas de diseno y un problema de estimacién de datos
basado en el modelo combinado TAP-M. Los algoritmos desarrollados para la resolucién de estos
modelos binivel son de naturaleza heuristica, debido a su gran complejidad y sus grandes dimensiones.
Las mejoras en las capacidades de calculo de los nuevos ordenadores hace, quizas, que ya sea viable
la elaboracién de algoritmos exactos para estos modelos.

Los modelos binivel que emplean el TAP-M en el nivel inferior, poseen nuevas dificultades derivadas
del modelo de demanda. Por este motivo, parece aconsejable trabajar, a la hora de abordar la
obtencién de algoritmos exactos, con los modelos clasicos de disefio de redes (NDP) y de estimacién
de matrices O-D (DAM), ya que trabajan con el problema TAP y éste tiene la demanda fija. Esto es,
lo que se trata es de abordar méas profundamente problemas que son menos dificiles de resolver.

En el capitulo 4 se ha elaborado una metodologia para el desarrollo de algoritmos heuristicos para
la resoluciéon del CDAM. Esta clase constituye el punto de partida para el desarrollo de algoritmos
exactos.

A continuacién analizaremos los aspectos més relevantes para poder aplicar esta metodologia a
cada uno de estos problemas.
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1. Resolucién del problema de estimacién de matrices

La clase de algoritmos desarrollados para el CDAM es facilmente exportable al problema DAM:
basta con eliminar todo lo referente al modelo de demanda. La propia demostracién del teo-
rema 4.4.1 sigue siendo vélida en este contexto simplificado y sirve para garantizar que, si la
convergencia se obtiene en un numero finito de iteraciones, entonces la soluciéon obtenida es un
6ptimo local del DAM. Un aspecto que se deberia analizar, son las condiciones que garanticen
que la convergencia sea finita, y por tanto, que converja a un 6ptimo local.

El fundamento de estos algoritmos estriba en la observacién de que si se perturba la matriz
O-D del problema TAP, en un cierto entorno y bajo ciertas condiciones, es suficiente utilizar
los caminos en equilibrio de esta matriz (sin perturbar) para caracterizar la nueva situacién
de equilibrio asociada a la matriz perturbada. Esto significa que, para ciertos problemas, el
conjunto de caminos en equilibrio de una matriz O-D caracteriza su entorno y, por tanto, se
pueden describir las direcciones factibles de descenso y, como consecuencia los minimos locales,
en funcién de ellos. Esta es la base para restringir el DAM a este conjunto de caminos, originando
un problema restringido de estimacion de matrices O-D.

La dificultad de este planteamiento radica en mantener el equilibrio en los caminos cuando se
varia la matriz O-D. Los algoritmos heuristicos planteados relajan esta condicién y no exigen
que el flujo asignado a los actuales caminos deba estar en equilibrio. Por otro lado, si las
observaciones de flujo estan en equilibrio, el DAM restringido asignaria el flujo en estos caminos
con el fin de recuperar la situacién en equilibrio, es decir, asignandoles (si puede ser) un flujo en
equilibrio. Esta observacion es clave para minimizar las consecuencias adversas de la relajacion
anterior.

El problema DAM no es convexo ni diferenciable, por lo que el estudio de los 6ptimos globales
es una cuestién abierta. Utilizando la propiedad de convexidad de la funcién objetivo, quizas,
se puedan dar condiciones suficientes que garanticen que el 6ptimo local obtenido sea un éptimo
global del problema.

El hecho de que, en la actualidad, el problema DAM no esta satisfactoriamente resuelto hace de
gran interés el estudio numérico del comportamiento de estos algoritmos en comparacién con los
algoritmos heuristicos que ya han sido empleados. Un buen comportamiento, definido en funcién
del coste computacional o de la robustez del método, justificaria por si solo estos algoritmos.

Es por este motivo que una linea de investigacion prioritaria es la implementacion eficiente de
estos algoritmos. A priori, los métodos que requieren almacenar los caminos generados, como lo
son los aqui expuestos, han sido criticados por el hecho de que el niimero de caminos en una red
crece exponencialmente con el tamano de la misma. La experiencia computacional desarrollada
por Larsson y Patriksson con la descomposicién simplicial desagregada (DSD) en [140] muestra,
por contra, que el niimero de caminos en equilibrio para cada par no suele superar tres o cuatro
caminos. Esta es una importante motivacién para validar nuestra clase, ya que aunque el niimero
total de caminos crezca exponencialmente, no es asi para el nimero de caminos en equilibrio.

Los algoritmos descritos en cada iteracién resuelven dos problemas de optimizacién: el problema
restringido de estimacién de la matriz O-D y con esta matriz, un nuevo problema de equilibrio
para determinar los caminos 6ptimos de la misma. El primer problema tiene la misma estructura
que el RMP en el DSD y el segundo es un problema TAP. El algoritmo DSD parece adecuado para
resolver el TAP debido a sus importantes propiedades de reoptimizacién, que serian aplicadas
cada vez que se cambiase la matriz O-D, y al hecho de trabajar con los caminos en equilibrio de
la red.

2. Resolucién de problema de disefio de redes

Esta clase de algoritmos también es aplicable al NDP. El punto de partida es establecer un
resultado similar al teorema 4.4.1, pero para ello se requiere que el TAP presente un compor-
tamiento, frente a las perturbaciones de los parametros de los costes en los arcos, similar al de
las perturbaciones de las matrices O-D. A priori, basandose en hipétesis de continuidad y no
degeneracion, parece que esto sea asi.

Otra ventaja del problema restringido de estimacion de matrices O-D, que se mantendria en
el correspondiente problema restringido de diseno de redes, es que los flujos se asignarian en
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equilibrio pero aplicando el segundo principio de Wardrop. Este hecho puede conducir a buenos
resultados como algoritmos heuristico pero, quizas, la convergencia no se pueda garantizar.
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Ntumero total de usuarios del par O-D w en todas las alternativas consideradas

Proporcién de usuarios del par w que emplean el aparcamiento tipo s en el intercambi-
ador t respecto al total de usuarios de modo park’n ride en el par w a través de dicho
intercambiador ¢

Proporcién de usuarios del par w en modo park’n ride y via nodo de transferencia ¢ respecto
al nimero de usuarios de modo park’n ride para el par w

k Proporcion de usuarios del par O-D w que emplean el modo k respecto al total de usuarios

del par

Diferencia entre la cota superior e inferior del problema CDP en la itearcién ¢

Dinero obtenido por la tarifacion de los aparcamientos disuasorios

Constante del SAA para estandarizar la temperatura del proceso

Capacidad del arco [

Capacidad instalada en el aparcamiento ¢. Es una variable de diseno en el NDP-M
Prolongacion a la frontera relativa en la iteracion ¢ de la columna generada

Numero de soluciones aceptadas por le SAA en la n—ésima temperatura

Numero de iteraciones realizadas con el algoritmo A. para generar la columna en el CGP

Numero de iteraciones realizadas con el algoritmo A. en la iteracién ¢ para generar la
columna en el CGP

Numero de iteraciones realizadas con el algoritmo A, para aproximar la solucién del RMP

Numero de iteraciones realizadas con el algoritmo A, para aproximar la solucién del RMP
en la iteracion t

Maéximo nimero de configuraciones aceptadas en cada temperatura por el SAA

Maximo numero de configuraciones rechazadas consecutivamente en cada temperatura por

el SAA

Numero de usuarios generados en el origen @

Pardmetro de restriccién del RMP en el algoritmo CG/SD
Pardmetro de restriccion del RMP en un algoritmo RSD

Tiempo de viaje en el arco [

Tiempo (esperado) de viaje en la seccién de ruta s

Temperatura en el algoritmo de simulado recocido

Temperatura final en el algoritmo de simulado recocido
Temperatura inicial en el algoritmo de simulado recocido

Coste de transporte en el equilibrio para el par O-D w en el modo k

Coste de transporte en el equilibrio para el par O-D w en el modo park’n ride via nodo de
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8 Tiempo esperado de viaje en la seccién de ruta
B:; Coeficientes del modelo logit anidado
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en los aparcamientos
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Funcién Lagrangiana
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Funcién de disuasién en los modelos de distribucién de viajes
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instalada u

Integral de la funcién inversa de un modelo de demanda logit anidado

Integral de la funcién inversa de un modelo de demanda logit anidado en funcién del vector
de pardmetros © y de la demanda g

Costes del diseno de la red secundaria
Restriccion presupuestaria
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Funcion objetivo del TAP-M simétrico en funcién de los flujos en los arcos f y de la demanda
g
Funcién objetivo del NDP-M en funciéon de la variable de diseno y

Funcién inversa de la demanda de un modelo logit anidado
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anidado en funcién de los costes de transporte y de la propia demanda
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Matrices
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E Matriz de incidencia nodo-arco
g Matriz de pares de demanda O-D
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s(»*t1) La matriz de varianza-covarianza para la (n 4+ 1)—ésima temperatura del SAA
sf Matriz de incidencia ruta-arco
sof Matriz de incidencia ruta-arco en la red de trafico
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Conjuntos y operaciones sobre conjuntos

aff (X)

A

As

A

A

A

B
CI(X)

dim X

D
Ex(d)

F

F

Envoltura afin del conjunto A

Conjunto de arcos de trafico en una red multimodal

Conjunto de lineas de la seccién de ruta s

Conjunto de lineas comunes o atractivas de la seccién de ruta s
Conjunto de arcos de la red de transporte

Subconjunto de A

Conjunto de arcos de la red de transporte piblico de una red multimodal
Clausura del conjunto X

Dimensién del conjunto X

Conjunto de direcciones extremas de X

Cara de X expuesta por el vector d

Conjunto de restricciones para los arcos de la red de transporte

Cara de un conjunto convexo
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F* Cara 6ptima de CDP(f, X)
F(x) Unica cara del conjunto convexo X en la que x € rint I
G Red genérica de transporte
G* Red de trafico en la red multimodal
G* Red de transporte publico
I Conjunto de origenes
— Conjunto de intercambiadores
Z(x) Conjunto de restricciones activas del problema CDP(f, X) en el punto x
J Conjunto de destinos
Kx(x) Cono k—tangente ver la definicion 2.4.4 en la pagina 80
K. Coleccién finita de algoritmos empleados en el CGP
K. Coleccién finita de algoritmos empleados en el RMP
K Linealidad del cono K. Ver definicién 2.4.5 en la pagina 80
£ Conjunto de lineas de transporte ptblico
N Conjunto de nodos en la red de transporte
N* Conjunto de nodos en la red de transporte G*

k—entorno hacia delante del punto y

)
N, (y) k—entorno hacia atras del punto y
) Cono normal al conjunto X en el punto x
) Cono normal a la cara F'
P Conjunto de todos los caminos (hipercaminos) en la red de transporte
P Conjunto de columnas generadas por un algoritmo CG/SD
— Conjunto factible de controles
Pt Conjunto de columnas generadas por un algoritmo CG/SD y retenidas en la iteracién ¢
P! Este conjunto es vacio o contiene una columna que es la solucién de algin RMP
Pk Conjunto de caminos (o hipercaminos) para el par w en la red G¥
PE*(t) Conjunto de caminos 6ptimos del TAP-M para el par w en el modo k y para el par (g!, ©%)
Pk Conjunto de todos los caminos (hipercaminos) en la red de transporte G*
Pz(t) Conjunto de caminos éptimos del TAP-M para el par w y para el par (g¢, 9%)
PL~1 Conjunto de flujos en los hipercaminos de Q)
9! Conjunto de hipercaminos para el par O-D w en la iteracion £ + 1
X) Frontera relativa del conjunto X
rint (X) Interior relativo de X
(y) k—entorno hacia delante de (y,z) para cualquier z
S, (y) k—entorno hacia atras de (y,z) para cualquier z
Siy) =S (y)US; (v)
SOL(f,X) Conjunto de soluciones 6ptimas de CDP(f, X)
T Conjunto de nodos de transferencia o de aparcamientos
T, Conjunto de nodos de transferencia o de aparcamientos empleados por el par O-D w
Tx(x) Cono tangente a X en el punto x
v Proyeccién en el y—espacio del conjunto de facitbilidad NDP-M(x,y)
W Conjunto de pares de demanda origen-destino en una red de transporte genérica

w* Conjunto de pares de demanda origen-destino en la red G*
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Conjunto de pares de demanda origen-destino que emplean el intercambiador ¢
Region factible del problema de optimizacién

Regién factible del problema RMP en la iteracién ¢

Regidn factible del RMP

Conjunto de estrategia del jugador i en el juego de Nash o del seguidor i en el juego de
Stackelberg

Espacio factible de flujos en los hipercaminos en la red multimodal
Subconjunto de caminos del TAP-M que son 6ptimos para el par (gf, ©f)
Regién factible del TAP-M para costes simétricos

Regién factible del TAP-M para costes simétricos expresada en flujo en los arcos y desagre-
gacién de la demanda parametrizada por la matriz de demanda O-D g

Conjunto de soluciones 6ptimas del TAP-M para la matriz de demanda O-D g, expresadas
como flujo en los arcos y desagregacion de la demanda

Espacio de flujos en arcos con demanda inelastica
Espacio de flujos en los caminos (hipercaminos) para el TAP-M
Espacio de flujos en caminos (hipercaminos) con demanda ineldstica

Espacio de flujos en los caminos para el TAP-M parametrizado por la matriz de demanda
O-Dg

Espacio de flujos éptimos en los caminos para el TAP-M y para una matriz de demanda
O-Dg

Espacio factible de flujos en los caminos en la red de tréfico

Espacio de flujos en arcos para el problema de asignacién de trafico con demanda inelastica
Espacio factible de flujos en los hipercaminos en la red de transporte ptublico

Regidn factible del TAP-M en el espacio de flujo en los arcos y desagregacién de la demanda
Espacio de flujos en arcos con demanda elédstica

Espacio de flujos en caminos (hipercaminos) con demanda eldstica

Regién factible del RMP en la iteracién ¢ formulada en el espacio de flujo en los arcos y
demandas

Conjunto de frecuencias admisibles

Operaciones

arg minye x f(x

LS

)
)
x)
)
)

Conjunto de minimos del problema minygex f(x)

Funcién inversa de ¢

Vector gradiente de f en x

Gradiente de f en x proyectado en X. Ver definicién 2.16 en pégina 84
Matriz Hessiana de f en x

Cardinal de un conjunto

Norma (euclidea) de un vector

Parte entera de un nimero

Cddigos de optimizacion

GRIDGEN Generador de redes de Bertsekas [19]

L2QUE Algorimo de caminos minimos de Gallo y Pallotino [92]

NETCGEN Generador de problemas de flujos en redes lineales de Klingman y otros [136]

RSDNET Algorimo RSD para redes uniproducto de Hearn y otros [125]
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Problemas, algoritmos y otros acrénimos

Aec

nt nt

-/4«C’I'T7 ¢

Ay
nt t
({Actr™, Ace)

BGA
BLP
BLP’
CDP(f, X)

CDP(¢(-, %), Vf, X, x)

CGP
CG/SD
cs
DAM
DSD

FGA
FW

1A
KKT
LLP(x)

ME

ML

MPEC
MPEC-TAP
NDP
NDP-TEAP
NL

NLLS

NSD
PARTAN
P(f, X)

RMP
RSD
RSDCC

Algoritmo genérico para la resolucién del CGP

Algoritmo CG/SD definido por el algoritmo proyectado de Newton para resolver el RMP y
por el algoritmo A. en la fase CGP. El numero de iteraciones realizadas por cada algoritmo
en la iteracién t es nl y n! respectiavamente. El parametro de restriccién es r.

Algoritmo genérico para la resolucién del RMP

Algoritmo CG/SD definido por el algoritmo .4, para resolver el RMP y por el algoritmo
A en la fase CGP. El niimero de iteraciones realizadas por cada algoritmo en la iteraciéon
t es nL y n! respectiavamente. El pardmetro de restriccién es r.

Algoritmo goloso hacia atras para el BLP’
Problema binivel para el disefio de intercambiadores multimodales urbanos
Problema BLP donde las variables del nivel tactico han sido fijadas

Problema de optimizacién convexa diferenciable definido por la funcién objetivo f y la
regién factible X

Subroblema de generacién de columnas donde la funcién objetivo es viene definida por V f
y por ¢(+,x) en el punto x definida en la regién factible X

Problema (o fase) de generacién de columnas

Algoritmo de generacién de columnas/descomposicién simplicial
Condicién de complementariedad en las condiciones de KKT
Problema de estimacion de matrices origen-destino

Algoritmo de descomposicién simplicial desagregada

Algoritmo de Evans

Algoritmo goloso hacia delante para el BLP’

Algoritmo de descomposicién Frank-Wolfe

Algoritmo de intercambio para el BLP’

Condiciones de optimalidad Karush-Kuhn-Tucker

Problema del nivel inferior en uno de programacién matemaética binivel. Este problema
estd parametrizado por la variable x

Modelo de equilibrio con modos combinados que define el nivel inferior del BLP
Estimacion basada en la maximizacién de la entropia
Estimacion maximo verosimil

Problema de optimizacién con restricciones de equilibrio
Problema de gestion de trafico

Problema de diseno de redes continuo

Problema de disenio de frecuencias en transporte puiblico
Modelo logit anidado

Estimacion minimo cuadrética

Algoritmo de descomposicién simplicial no lineal

Método de buisqueda unidimensional de las tangentes paralelas

Problema de optimizacién definido por una funcién objetivo f, que es continua, y sobe la
regién factible X, que es compacta

Problema maestro restringido
Algoritmo de descomposicion simplicial restringida

Algoritmo de descomposicién simplicial restringida aplicado a problemas de optimizacién
con restricciones convexas



SAA

SD

SNFP

STP

TAP

TAP-D

TAP-E
TAP-E-VIP(c, QF)

TAP-E-VIP(C, Q)

TAP-M
TAP-M(t)
TAP-MVIP(c — A, QF)

TAP-SE
TAP-VIP(c, QF)

TAP-VIP(C, QF)

TEAP
VIP(F, X)

WNLLS
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Algoritmo de simulado recocido

Algoritmo de descomposicién simplicial

Problema de flujos en redes no lineales uniproducto
Problema estocastico de transporte

Problema de asignacién de trafico con demanda inelastica
Problema de asignaciéon de trafico y distribucion
Problema de asignacién de trafico con demanda elastica

Formulacién varicional en el espacido de los flujos en los arcos del problema de asignacion
de trafico con demanda elédstica

Formulacién varicional en en el espacido de los flujos en los caminos del problema de
asignacién de trafico con demanda elastica

Problema de asignacién multimodal con modos combinados
Aproximacién tipo Evans del TAP-M utilizada para aproximar el CDAM en la iteracion ¢

Problema de asignacién multimodal con modos combinados en el espacio de flujo en los
arcos para costes no simétricos

Problema de asignacién de trafico bajo equilibrio del sistema (segundo principio de Wardrop)

Formulacién varicional en en el espacido de los flujos en los arcos del problema de asignacion
de trafico con demanda inelastica

Formulacién varicional en en el espacido de los flujos en los caminos del problema de
asignacién de trafico con demanda inelastica

Problema de asignacién en redes de transporte pulico

Problema de desigualdades variacionales definida por la funcién de costes F y la region
factible X

Estimaciéon minimo cuadratica ponderada
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