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Resumen

Un conjunto borroso es una clase de objetos con un grado de pertenencia continuo.
Dicho conjunto se caracteriza por una funcién de pertenencia (funcién caracteristica)
que asigna a cada objeto un grado de pertenencia evaluable entre cero y uno. Las
nociones de inclusién, unién, interseccién, complemento, relacién, convexidad, etc. se
extienden a estos conjuntos, a la vez que se establecen diversas propiedades de estas
nociones en el contexto de los conjuntos borrosos. En particular, se demuestra un
teorema de separacién para conjuntos borrosos convexos sin exigir que sean disjuntos.

1. Introduccion

La mayoria de las veces, las clases de objetos que se encuentran en el mundo real
no disponen de un criterio de pertenencia definido con precision. Por ejemplo, la clase
‘animales’ incluye entre sus miembros perros, caballos, pajaros, etc. y excluye claramente
objetos tales como rocas, fluidos, plantas, etc. Sin embargo, objetos tales como estrella
de mar, bacteria, etc. tienen un status ambiguo en relacién con dicha clase. Esta misma
ambigiiedad aparece en el caso del nimero 10 en relacién a la “clase” de los niimeros reales
mucho mayores que 1.

Ciertamente, la “clase de todos los nimeros reales mucho mas grandes que 1”7, o ”la
clase de la mujeres hermosas”, o ”la clase de los hombres altos”, no constituyen clases o con-
juntos en sentido matemadtico usual. Sin embargo, es un hecho que tales “clases”definidas
de un modo impreciso juegan un papel importante en el razonamiento, en especial en
dominios de reconocimiento de patrones, comunicacion de informacion, y abstraccién.

Este trabajo tiene el objetivo de explorar de forma preliminar algunas de las propiedades
e implicaciones de un concepto util cuando nos ocupamos de las “clases” citadas. El concep-
to en cuestion es el de conjunto borroso®, esto es, una “clase” con un grado de pertenencia

“Traducido del articulo “Fuzzy Sets”, publicado en 1965, Information and Control, 8, 338-353.

1Una aplicacién de este concepto a la formulacién de un tipo de problemas en reconocimiento de
patrones se describe en RAND Memorandum RM-4307-PR, “Abstraction and Pattern Classification”, por
R. Bellman, R. Kalaba y L. A. Zadeh, Octubre, 1964.



continuo. Como veremos mas adelante, la idea de conjunto borroso nos da un conveniente
punto de partida para la construccion de un marco de referencia conceptual que parang-
ona en muchos aspectos al utilizado en los conjuntos ordinarios, aunque es més general
que éste y, potencialmente, puede probar que tiene un mayor ambito de aplicacién, en
particular, en el campo de la clasificacion de patrones y el proceso de informacién. En
esencia, este marco proporciona un modo natural de tratar con problemas en los que la
imprecisién aparece como consecuencia de la ausencia de criterios de pertenencia definidos
nitidamente en vez de la presencia de variables aleatorias.
Empezaremos la discusién sobre conjuntos borrosos con algunas definiciones bésicas.

2. Definiciones

Sea X un espacio de puntos (objetos), con un elemento genérico denotado por z. Asi,
X ={xz}.

Un congunto (clase) borroso A en X se caracteriza por una funcidn de pertenencia
fa(z) que asocia a cada punto? de X un ntimero real del intervalo [0, 1]® , donde el valor
fa(z) en x representa el "grado de pertenencia de x a A”. Asi, cuanto méas se aproxima
fa(z) a la unidad, tanto mayor es el grado de pertenencia de x a A. Cuando A es un
conjunto en el sentido ordinario del término, su funciéon de pertenencia puede tomar los
valores 0 y 1 solamente, con fa(x) = 1 6 0 segiin = pertenezca o no a A. De modo que,
en este caso fa(x) se reduce a la conocida funcién caracteristica del conjunto A. (Cuando
sea necesario diferenciar entre estos conjuntos y los borrosos, los conjuntos con funcién
caracteristica bivaluada se denominaran conjuntos ordinarios o simplemente conjuntos).

Ejemplo. Sea X la recta real R! y A un conjunto borroso de ntimeros mucho mayores
que 1. Se puede dar una caracterizacién precisa, aunque subjetiva, de A especificando
fa(r) como una funcién en R!. Algunos valores representativos de dicha funcién podrian
ser: f4(0) =0, fa(l) =0, fa(5) =0,01, f4(10) = 0,2, f4(100) = 0,95, f4(500) = 1.

Debe observarse que, aunque la funcién de pertenencia de un conjunto borroso tiene
cierto parecido con una funcién de probabilidad cuando X es un conjunto numerable (o una
funcién de densidad de probabilidad cuando X es continuo), hay diferencias sustanciales
entre ambos conceptos que iremos aclarando a medida que se establezcan las reglas de
combinacién de las funciones de pertenencia y sus propiedades basicas. De hecho, la nocién
de conjunto borroso es de naturaleza no estadistica.

Comenzamos con algunas definiciones a propésito de los conjuntos borrosos que son
extensiones obvias de las correspondientes en los conjuntos ordinarios.

Un conjunto borroso es vacio si y sélo si su funcion de pertenencia es idénticamente
igual a cero en X.

2En general, el dominio de definicién de fa (z) puede ser un subconjunto de X

3En un escenario més general, el rango de la funcién de pertenencia puede ser un conjunto parcialmente
ordenado P adecuado. Para nuestro propésito es conveniente y suficiente limitar el rango de f al intervalo
unidad. Si los valores de fa(x) se interpretan como valores de verdad, esto tltimo se corresponde con una
légica multivaluada con un valor de verdad continuo en [0, 1].



Dos conjuntos borrosos A y B son iguales, lo que escribimos A = B, si y sélo si
fa(x) = fp(x) para todo z de X. (En adelante, en lugar de fa(x) = fp(x) para todo x
de X, escribiremos simplemente f4 = fp.)

El complemento de un conjunto borroso A se representa por A’ y se define como

far=1-Ffa (1)

Andlogamente a los conjuntos ordinarios, la nocién de inclusién juega un papel central
en los conjuntos borrosos. Esta nocién junto con las de union e interseccién se definen
como sigue.

Inclusion. A esta contenido en B (o su equivalente, A es un subconjunto de B, o A es
menor o igual que B) siy s6lo si fa < fp. En simbolos

ACB& f4< fg. (2)

Unidn. La unidn de dos conjuntos borrosos A y B con funciones de pertenencia f4 y
fB, respectivamente, es un conjunto borroso C, escrito como C' = AU B, cuya funcién de
pertenencia se relaciona con las de A y B mediante

fo(z) = Max[fa(x), fp(z)], ze€X (3)
0, de forma abreviada
fo="faV s (4)

Obsérvese que U tiene la propiedad asociativa, es decir, AU (BUC) = (AUB)UC.

Nota. Un modo més intuitivo de definir la unién es el siguiente: La unién de A y B es
el menor de los conjuntos borrosos que contienen a A y a B. De modo maés preciso, si D
es un conjunto cualquiera que contiene a A y a B, contiene asimismo la unién de A y B.

Para ver que esta definicién equivale a la dada en (3), observemos, primero, que el
conjunto C asi definido contiene a A y a B, ya que

Max(fa, fB] > fa

Ma’X[fAJ fB] Z fB'
Por otro lado, si D es un conjunto borroso que contiene tanto a A como a B, entonces
fp > fa

o> fB

y por tanto
fp > Max(fa, f5] = fc

lo que implica que C' C D. Q.E.D.



La nocién de interseccién de conjuntos borrosos puede definirse de forma andloga.
Concretamente:

Interseccion. La interseccion de dos conjuntos borrosos A y B con funciones de perte-
nencia f4 y fp, respectivamente, es un conjunto borroso C, escrito como C' = AN B, cuya
funcién de pertenencia se relaciona con las de A y B mediante

fe(x) =Min[fa(z), fp(z)], ze€X (5)

0, de forma abreviada
fo=fanfs. (6)

Como en el caso de la unién, es facil mostrar que la interseccién de A y B es el mayor
conjunto borroso contenido a la vez en A y en B. Como en los conjuntos ordinarios, A y B
son disjuntos si AN B es vacio. También N, al igual que U, tiene la propiedad asociativa.

La interseccién y la unién de dos conjuntos borrosos en R! se ilustran en la Fig. 1. La
funcién de pertenencia de la unién esta formada por los segmentos de curva 1 y 2; la de
la interseccién por los segmentos 3 y 4 (linea gruesa).

1y (1), fg (x)

- i 1 5 =5 L
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FIG. 1.4 Tlustracién de la unién e interseccién de conjuntos borrosos en R*

Nota. La nocién de “pertenencia’juega un papel fundamental en los conjuntos ordi-
narios, no siendo asi en el caso de los borrosos. Asi, no es significativo decir que el punto
x “pertenece” al conjunto borroso A salvo en el sentido trivial de que f4(z) sea positivo.
Menos trivialmente, se pueden introducir dos nivelesay f (0 <a <1, 0< <1, a > f)
y convenir que (1) “x pertenece a A”si fa(x) > a; (2) “z no pertenece a A si fa(x) < 3;
y (3) “x tiene un status indeterminado en relacién con A”si f < fa(r) < a. Esto nos
lleva a una légica tri-valuada (Kleene, 1952) con tres valores de verdad: T (fa(z) > «), F

(fa(z) <B),y U (B < falz) < ).

4Nota del traductor: Las figuras son reproduccién facsimil del original, por lo que se conserva el idioma
original.




3. Algunas propiedades de U, N y complementacién

Con las operaciones de unién, interseccién y complementacién definidas en (3), (5), y
(1), es sencillo extender a los conjuntos borrosos muchas de las identidades bésicas validas
en los ordinarios. Como ejemplo, tenemos

Leyes de De Morgan

(AuB)Y = A nB (7)
(AnB) =AUB (8)

Leyes distributivas
CN(AUB)=(CNnA)U(CNB) (9)
CUANB)=(CUA)N(CUB) (10)

Estas y otras igualdades similares pueden establecerse en seguida comprobando que las
relaciones correspondientes para las funciones de pertenencia de A, B y C' son identidades.
Por ejemplo, en el caso de la ley (7), tendremos

1 — Max[fa, fp] = Min[l — fa,1 = f5] (11)

identidad facilmente comprobable en los dos casos posibles : fa(z) < fp(x) y fa(x) >
fB(z). De manera similar, en el caso de la expresién (10), la relacién correspondiente en

términos de fa, fg,y fc es:

Max|[fc, Min|[fa, fp]] = Min[Max[fc, fa], Max|fc, fB]| (12)

que de nuevo es verificable considerando los seis casos posibles:

fa(z) > fe(x) > fo(x), falzx) > fo(z) > f(x), fB(x) > fa(z) > fo(x)

IB(x) > fo(x) > fa(z), fo(z) > fa(z) > fe(x), fo(x) > fB(x) > falx).

En esencia, los conjuntos borrosos forman un reticulo distributivo con 0 y 1 (Birkhoff,
1948).

3.1. Una interpretacién de la unién y la interseccion

En el caso de los conjuntos ordinarios, un conjunto C' expresado en términos de una
familia de conjuntos Ai,...,A;, ..., A, a través de los conectivos N y U, puede repre-
sentarse por medio de un circuito de conmutadores a1, ..., ap, donde A; N A; y A; U A;
corresponden a las combinaciones en serie y en paralelo de «; y a; respectivamente. En el
caso de los conjuntos borrosos se puede hacer una interpretaciéon analoga en términos de
cribas. En concreto, representemos por f;(z), i = 1,...,n, el valor que toma la funcién de
pertenencia de A; en z. Se asocia con f;(z) una criba S;(z) cuyas mallas son de tamano
fi(x). Entonces, fi(z)V fj(x) y fi(x) A fj(x) corresponden a las combinaciones en paralelo
y en serie de S;(z) y Sj(x), respectivamente, tal como se muestra en la Fig. 2.



En general, una expresién bien-formada que incluya Aq,..., A,, Ny U corresponde a
una red de cribas Si(z),. .., Sy(z) que pueden obtenerse con una técnica convencional de
sintesis de circuitos de conmutacion. Veamos un ejemplo sencillo,

C=[(A1UA2) N A3) U Ay (13)
corresponde a la red mostrada en Fig. 3.

T :

- Si (x)

S+ 45

I - S;(x)
l |

FIG. 2 Conexién de cribas en serie y paralelo que simulan U y N

Obsérvese que el tamafnio de la malla de las cribas en red depende de x y que la red en
conjunto es equivalente a una criba cuya malla tiene un tamano fo(x)

1
1
1

Sl(x) - - Szfn]' — 54(11

53(';} -

FIG. 3 Red de cribas para simular {[f1(z) V fo(z)] A f3(z)} V fa(z)

4. Operaciones algebraicas con conjuntos borrosos

Ademas de las operaciones de unién e interseccién, se pueden definir otras maneras
de obtener combinaciones de conjuntos borrosos y relacionarlas con otro. Entre las més
importantes se encuentran las siguientes.

Producto algebraico. El producto algebraico de Ay B se escribe AB y se define a partir
de las funciones de pertenencia de A y de B mediante la relacién

fag = fafb. (14)



Claramente,
ABC ANB (15)

Suma algebraica.® La suma algebraica de Ay B se escribe A+ B y se define como

favB=fa+ [B (16)

a condiciéon de que la suma f4 + fp sea menor o igual que la unidad. Asi, a diferencia
del producto algebraico, la suma algebraica cobra sentido sélo a condicién de que fa(x)+
fB(z) <1 se satisfaga para todo x.

Diferencia absoluta. La diferencia absoluta de Ay B se denota como |A — B| y se
define por

fla—p| = Ifa — f&l

Obsérvese que en el caso de los conjuntos ordinarios |A — B| se reduce al complemento
relativo de A N B respecto a AU B.

Combinacion convexa Se entiende habitualmente por combinacién convexa de dos vec-
tores f y g una combinacién lineal de f y g de la forma A\f + (1 — Ag), con 0 < A < 1.
Esta forma de combinar se puede generalizar a los conjuntos borrosos del modo siguiente.

Sean A, B y A tres conjuntos borrosos arbitrarios. La combinacion convexa de A, B y
A se denota por (A, B; A) y se define por la relacién

(A, B;A) = AA + A'B (17)

donde A’ es el complemento de A
Escrita con funciones de pertenencia, (17) tiene la forma

fany (@) = fa(@) fa(@) + [1 = fa(@)]f(x), ze€X (18)

Una propiedad bésica de la combinacion convexa de A, B, A es la que se expresa por
ANBC (A,B;A) C AUB para todo A. (19)
Esta propiedad es consecuencia inmediata de las desigualdades

Min[fa(2), fp(x)] < Afa(z) + (1 = A)fp(x) < Max[fa(z), fp(x)], ze€X (20)

que se cumplen para cualesquiera A de [0, 1]. Es interesante observar que, dado un conjunto
borroso C' que verifique AN B C C C AU B, es posible hallar un conjunto borroso A tal
que C' = (A, B;A). La funcién de pertenencia de dicho conjunto viene dada por

_ fele) - fula)
fa(z) = fB(x)’
®El dual del producto algebraico es la suma A@® B = (A'B’) = A+ B — AB.(Esto fue sefialado por T.

Cover). Obsérvese que para conjuntos ordinarios N y el producto algebraico son operaciones equivalentes,
lo mismo sucede con Uy .

fa(z) reX (21)




Relacion borrosa. El concepto de relacion (el cual es una generalizacion del de funcion)
tiene una extension natural a los conjuntos borrosos y desempena -tal como sucede en el
caso de los conjuntos ordinarios- un papel importante en la teoria de tales conjuntos y
sus aplicaciones . A continuacion, definiremos tinicamente la nocién de relacién borrosa y
mencionaremos algunos conceptos relacionados.

De ordinario, una relacién se define como un conjunto de pares ordenados (Halmos,
1960); e.g., el conjunto de todos los pares de nimeros reales = e y tales que = > y. En
el contexto de los conjuntos borrosos, una relacion borrosa en X es un conjunto borroso
en el espacio producto cartesiano X x X. Por ejemplo, la relacién = > vy, x,y € R,
puede verse como un conjunto borroso A en R?, con una funcién de pertenencia, fa(z,y),
que tiene los siguientes valores representativos (subjetivos): f4(10,5) = 0; f4(100,10) =
0,7; f4(100,1) = 1; etc.

Generalizando, se puede definir una relacion borrosa n-aria en X como un conjunto
borroso A en el espacio producto X x X --- x X. Para esta relaciones, la funcién de
pertenencia es de la forma f4(x1,...,2,), donde z; € X, i=1,...,n.

En el caso de las relaciones borrosas binarias, la composicion de dos relaciones borrosas
Ay B se escribe B o A y se define como una relacion borrosa en X cuya funcién de
pertenencia se relaciona con las de A y B por

fBOA(xa y) - Suvain[fA(x, U)v fB(vv y)]

Obsérvese que la operacién de composicién verifica la propiedad asociativa
Ao(BoC)=(AoB)oC.

Conguntos borrosos inducidos por aplicaciones. Sea T una aplicacién de X sobre el
espacio Y. Sea B un conjunto borroso en Y cuya funcién de pertenencia es fp(y). La
aplicacién inversa 7' induce un conjunto borroso A en X cuya funcién de pertenencia
se define como

falx) = fBly), yeY (22)

para todos los « de X aplicados en y mediante 7. Considérese el problema contrario
donde A es un conjunto borroso en X y T, como antes, una aplicacién de X sobre Y. La
pregunta es: ; Cudl es la funcién de pertenencia del conjunto borroso B en Y inducida por
esta aplicacién?

Si T no es uno a uno, aparece una ambigiiedad cuando dos o més puntos distintos,
digamos x1 y x2, con grados de pertenencia diferentes en A se aplican sobre el mismo punto
y de Y. En este caso la pregunta es: ;Qué grado de pertenencia en B se debe asignar a y?

Para zanjar esta ambigiliedad, convenimos asignar a y el mayor de los dos grados de
pertenencia. En general, la funcion de pertenencia para B se definird mediante

fB(Yy) = Max,er-1(y) fa(z), y€Y (23)

donde T~ !(y) es el conjunto inicial de la aplicacién T



5. Convexidad

Como se verd a continuacién, la nocién de convexidad puede extenderse facilmente a
los conjuntos borrosos conservando muchas de las propiedades que tiene en el contexto de
los conjuntos ordinarios. Esta nocién es particularmente 1til en clasificaciéon de patrones,
optimizacion y problemas relacionados.

En adelante, en aras de la concrecién asumimos que X es un espacio real euclidiano
E™,

5.1. Definiciones

Converidad. Un conjunto borroso es convexo si y sélo si los conjuntos I',, definidos
como

Lo ={z[fa(z) = o} (24)

son convexos para todo « en el intervalo (0, 1].
Una definicién alternativa y mas directa de convexidad es la siguienteS: A es convexo
si y sélo si
fa[Azy + (1 = A)zo] > Min[fa(z1), fa(z2)] (25)

para todo 1 y x9 de X y todo A de [0,1]. Adviértase que esta definicién no implica
que fa(z) deba ser una funcién convexa. Esto se ilustra en la Fig. 4 para el caso n = 1.

fa (x)

convex fuzzy set non-convex
\ wzy set
Ap [ #1-X)x,.] -

XI ) Xa X

FIG. 4 Conjuntos borrosos convexo y no convexo en K’

Para comprobar la equivalencia entre ambas definiciones obsérvese que si A es convexo
en el sentido de la primera definiciéon y o« = fa(x1) < fa(z2), entonces zo € T'y y A\xq +
(1 = XN)zg € Ty, por la convexidad de I'y. De lo cual

falPar + (1 = N2 > a = fa(x1) = Min[fa(x1), fa(x2)].

Reciprocamente, si A es convexo en el sentido de la segunda definicién y o = f4(x1),
entonces I', puede verse como el conjunto de puntos zy para los cuales fa(z2) > fa(z1).

SEsta manera de expresar la convexidad fue sugerida al autor por su colega E. Berlekamp



En virtud de (25), cada punto de la forma Az; + (1 — N)zg, 0 < A < 1, estd también en
I"y y por tanto I'y es un conjunto convexo. Q.E.D.
Una propiedad bésica de los conjuntos borrosos convexos es la expresada por el

Teorema 5.1. Si A y B son convexos, su interseccion tambiin lo es.
Demostracion. Sea C = AN B. Entonces
fC[)\.’IJl + (1 - )\)1‘2] = Min[fA[)\iL‘l -+ (1 — )\){L‘Q], fB[)\-Tl + (1 — )\)1’2“ (26)

Ahora, como A y B son convexos
faAz1 + (1 = N)zo] > Min[fa (1), fa(z2)] (27)

fB[Az1 + (1 = A)xz] > Min([fp(z1), fB(22)]

y por lo tanto

feDx1 4+ (1 = N)wg] > Min[Min[f4(x1), fa(x2)], Min[fB(z1), f(22)]] (28)

0 su equivalente

feAz1 + (1 = N)zo] > Min[Min[fa(z1), fp(21], Min[fa(z2), f5(22)]] (29)

y asi
feldxy + (1 = N)ao] > Min[fo (21, fo(zz]. (30)
O

Acotacion. Un Conjunto borroso A estd acotado si y sélo si los conjuntos I'y, =
{z|fa(z) > a} estdn acotados para todo o > 0; es decir, por cada a > 0 existe un
R(«) finito tal que ||z| < R(«) para todo z de T',,.

Si A es un conjunto acotado, para cada € > 0 existe un hiperplano H tal que fa(x) < e
para todos los z del lado de H que no contiene al origen. Considérese el conjunto 'y, =
{z|fa(x) > a}. Por hipétesis, este conjunto estd contenido en una esfera S de radio R(e).

Lema 5.2. Sea A un conjunto borroso acotado y sea M = Sup, fa(x). (Nos referiremos a
M como el grado maximal de A). Hay al menos un punto xg en el cual M es bdsicamente
alcanzado en el sentido de que, para cada € > 0 todos los entornos esféricos de xqg contienen
puntos del conjunto Q(e) = {x|fa(x) > M — €}.

Demostracién. © Considérese una sucesién anidada de conjuntos acotados I'1, s, . . ., donde
Iy, =A{z|fa(x) > M—m/(n+1)}, n=1,2---. Obsérvese que I';, no es vacio para cualquier
n finito como consecuencia de la definicién de M como M = Sup, fa(x). (Asumimos que
M >0.)

"Esta prueba fue sugerida por A. Thomasian.
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Sea x,, un punto de I';, elegido arbitrariamente, n = 1,2, ---. Entonces, =1, 32, -, €s
una sucesién de puntos en un conjunto cerrado acotado I';. Por el teorema de Bolzano-
Weierstrss, esta sucesion debe tener al menos un punto de acumulacién, pongamos que zg,
en I'1. En consecuencia, cada entorno esférico de xy contiene infinitos puntos de la sucesién

Z1,%2,--+, y, en particular, de la sucesién zyi1,ZN42, -+, donde N > M/e. Como los
puntos de esta subsucesién caen dentro del conjunto Q(¢) = {x|fa(x) > M — €} el lema
queda demostrado. O

Converxidad estricta y fuerte. Un conjunto borroso es estrictamente convezo si los con-
juntos 'y, 0 < o < 1 son estrictamente convexos (es decir, si el punto medio de dos puntos
cualesquiera de T',, permanece en el interior de I',). Nétese que esta definicién se reduce
a la de convexidad estricta para conjuntos ordinarios cuando A es uno de tales conjuntos.

Un conjunto borroso es fuertemente convexo si, para dos puntos cualesquiera x1 y o,
y cualquier A del intervalo (0,1), se verifica que

falAz1 + (1 — A)za] > Min[fa(z1), fa(22)]

Nota. La convexidad fuerte no implica la estricta, y viceversa. Asimismo si A y B
son acotados, también lo es su unién y su interseccion. De manera similar si A y B
son estrictamente (fuertemente) convexos, su interseccién es estrictamente (fuertemente)
convexa.

Sea A un conjunto borroso convexo y M = Sup,fa(z). Si A es acotado, tal como
se muestra arriba, o bien M se alcanza para algin x, pongamos que para xg, o hay al
menos un punto xy para el cual se alcanza basicamente M en el sentido de que, para
cualquier € > 0, todos los entornos esféricos de xy contienen puntos en el conjunto Q(€) =
{z|fa(x) > M — €}. En particular, si A es fuertemente convexo y se alcanza z, entonces
xo es unico. En efecto, si M = fa(xg) y M = fa(x1), con xg # x1, entonces f4 > M para
x = 0,5z + 0,521, lo que contradice M = Max, fa(z).

En general, denotaremos por C(A) el conjunto de los puntos de X en los que se alcanza
M. Nos referiremos a este conjunto como nicleo de A. En el caso de los conjuntos borrosos
convexos, C'(A) verifica la propiedad siguiente.

Teorema 5.3. ST A es un conjunto borroso convexo, su nicleo también es convexo.

Demostracion. Basta con probar que si M se alcanza bésicamente en xg y x1, y g # 1,
entonces se alcanza basicamente en todos los x de la forma z = Azg+(1—N)z, 0 <A< 1.

A tal fin, sea P un cilindro de radio € cuyo eje es la recta que pasa por x1 y 2. Sean
x(, un punto de la esfera de radio € con centro en zy y xj un punto de una de igual radio
y centrada en x; tales que fa(z() > M — ey fa(x}) > M — e. Entonces, debido a la
convexidad de A, para cada punto u del segmento x(z} tendremos que fa(u) > M — .
Ademsds, a causa de la convexidad de P, todos los puntos del segmento x(z} estardn en
P.

Sea x ahora un punto cualquiera del segmento zox;. La distancia de este punto al
segmento z(z} ha de ser menor o igual que €, ya que z(z} estd en P. Consecuentemente,
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una esfera de radio € con centro en z contendra al menos un punto del segmento z,x} y
por tanto contendra al menos un punto, pongamos que w, en el cual f4(w) > M —e. Esto
confirma que M se alcanza bédsicamente en x y por tanto se demuestra el teorema. O

Corolario 5.4. Si X = E' y A es fuertemente convexo, M es alcanzado bdsicamente en
un unico punto.

Sombra de un conjunto borroso. Sea A un conjunto borroso en E™ con funcién de
pertenencia fa(z) = fa(x1, -+ ,z,). Por simplicidad, la nocion de sombra (proyeccion)
de A sobre un hiperplano se definird en adelante para el caso especial en que H es un
hiperplano de coordenadas, e.g., H = {z|z; = 0}.

Especificamente, la sombra de A sobre H = {x|z; = 0} se define como el conjunto
borroso S (A) en E"! con fs,,(4)(z) dado por

Fsu) (@) = fsya) (@2, m0) = Sup,, fa(@1, -+, 20).

Obsérvese que esta definicién es consistente con (23)

Cuando A es un conjunto borroso convexo, la propiedad siguiente es una consecuencia
inmediata de la definicién de sombra: Si A es un conjunto borroso convexo, su sombra
sobre un hiperplano es también un conjunto borroso convexo.

Una propiedad interesante de las sombras de dos conjuntos borrosos convexos es la
expresada por la siguiente implicacion

Si(A) = Sy (B) para todo H = A = B.

Para probar esta propiedad,® basta con mostrar que si existe un punto, digamos zg, tal
que fa(wo) # fp(wo), entonces existe un hiperplano H tal que fg, 4)(75) # fs,(B)(20);
donde z( es la proyeccién de xo sobre H.

Supongamos que fa(xg) = a > fp(xp) = 3. Como B es un conjunto borroso convexo,
el conjunto I'g = {z|fp(x) > [} es convexo, y por tanto existe un hiperplano F' soporte
de I'g que pasa por zg. Sea H un hiperplano ortogonal a F', y x{) la proyeccién de g sobre
H. Entonces, dado que fp(z) < 8 para todo z de F, tenemos fg, (p)(z5) < B. Por otra
parte, fg, (a)(75) = a. En consecuencia, fg, (p)(z5) # fs,(4)(25), y andlogamente para el
caso en que sea a < (.

Una forma un tanto mds general del aserto anterior es la siguiente: Sea A, pero no
necesariamente B, un conjunto borroso convexo y sea Sg(A) = Sy (B) para todo H.
Entonces A = conv B, donde conv B es el recubrimiento convexo de B, es decir, el menor
de los conjuntos convexos que contienen a B. En general, Sy(A) = Sy(B) para todo H
implica conv A = conv B

Separacion de conjuntos borrosos converos. El teorema de la separacién para conjun-
tos ordinarios convexos dice, en esencia, que si A y B son conjuntos convexos disjuntos,
entonces existe un hiperplano separador H tal que A estd a un lado de H y B en el otro.

8Esta demostracién se basa en una idea sugerida por G. Dantzig para el caso en que A y B son conjuntos
ordinarios convexos.

12



Es natural preguntar si este teorema se podria extender a los conjuntos borrosos con-
vexos, sin requerir que A y B fueran disjuntos, ya que esta condicién es demasiado restric-
tiva en el caso de los conjuntos borrosos. Resulta, como veremos a continuacion, que la
respuesta es si.

Previamente, hay que dar algunas definiciones. Sean A y B dos conjuntos borrosos
acotados y H una hipersuperficie en E™ definida por la ecuacién h(z) = 0, de modo que
todos los puntos para los que h(x) > 0 estdn en a lado de H y aquellos para los que es
h(x) < 0 estén al otro.” Sea Ky un niimero que depende de H tal que f4(z) < Kg en un
lado de H y fp(z) < Kp en el otro. Sea My el Inf Kp. Llamaremos grado de separacion
de A y B por H al nimero Dy =1 — Mp.

En general, no tratamos con una hipersuperficie H dada, sino con una familia de
hipersuperficies {H)}, con A recorriendo E™. El problema, entonces, es encontrar un
miembro de esta familia que proporcione el grado més alto de separacion.

Un caso especial de este problema se produce cuando los Hy son hiperplanos en E",
con A en K. En este caso, definimos el grado de separabilidad de A y B por la relacién

D=1-M (31)
donde

M = IanMH (32)

con el subindice A\ omitido por simplicidad.
Entre las diversas afirmaciones que pueden hacerse sobre D, la siguiente!'® es, en real-
idad, una extension del teorema de separacion para conjuntos borrosos convexos.

Teorema 5.5. Sean A y B conjuntos borrosos convexos acotados en E™, con grados
mazximales M4 y Mp, respectivamente [My = Sup, fa(z), Mp = Sup,fp(x)]. Sea M el
grado mazimal de la interseccion ANB(M = Sup, Min[fa(x), fe(x)]). Entonce D = 1—M.

Nota. Lisa y llanamente, el teorema expresa que el grado mas alto de separacién entre
dos conjuntos borrosos convexos A y B que se puede conseguir mediante un hiperplano
en E™ es uno menos el grado maximal de la interseccion A N B. Esto se ilustra en la Fig.
5 para el caso n = 1.

fy (x) g ()

Ma

hyperplane H (point)

9Nétese que los conjuntos en cuestién tienen en comin a H
10Fsta frase se basa en una sugerencia de E. Berlekamp
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FIG. 5 Tlustracién del teorema de separacién de conjuntos borrosos en E!

Demostracion. Conviene considerar por separado los dos casos siguientes:
(1) M = Min(Ma, Mp)y (2) M < Min(M 4, Mp). Repérese en que el segundo caso excluye
ACBoBCA.

Caso 1. Supongamos, por concrecion, que M4 < Mp, de modo que M = M. Por la
propiedad de los conjuntos acotados expuesta anteriormente existe un hiperplano H tal
que fp(x) < M para todo = de un lado de H. En el otro lado de H, fa(z) < M ya que
fa(x) < My = M para todo x.

Queda por ver que no existen un M’ < M y un hiperplano H’ tales que fa(x) < M’
en un lado de H' y fp(x) < M’ en el otro lado.

Esto se sigue de inmediato de la observacién siguiente. Supongamos que tale H y M’
existen , y que el niicleo de A (esto es, el conjunto de puntos en los que M4 = M es
bésicamente alcanzado) estd en el lado positivo de H'. Esto excluye que sea fa(z) < M’
para todo z en el lado positivo de H', y por tanto exige que fa(x) < M’ para todo z en el
lado negativo de H', y fp(x) < M’ para todo z en el lado positivo de H'. En consecuencia,
en todos los z del lado positivo de H'

Sup,Min[fa(z), fp(x)] < M’

e igualmente para todos los x del lado negativo de H'. Esto implica que, en todos los = de
X, el Sup,Min[fa(x), fg(z)] < M’, lo que contradice la hipétesis Sup,Min[fa(z), f5(z)] =
M > M.

Caso 2. Considérense los conjuntos convexos I'y = {z|fa(z) > M} y I'p = {z|fp(z) >
M}. Estos conjuntos son no vacios y disjuntos, de lo contrario habria un punto, u, tal que
fa(u) > My fp(u) > M y por tanto fanp(u) > M, que contradice la suposicién de que
M = Sup, fanp ().

Como I' 4 y I' g son disjuntos, el teorema de separacién de conjuntos ordinarios convexos
nos dice que existe un hiperplano H tal que I'4 estd en un lado de H (supongamos que el
lado positivo) y I'p en el otro (el lado negativo). Ademds, por la definicién de I'y y I'p,
para todos los puntos del lado negativo de H es fa(z) < M, y para todos los del lado
positivo fp(z) < M.

De este modo, hemos visto que existe un hiperplano H que hace que el grado de
separacién entre A y B sea 1 — M. El argumento dado en el caso 1 nos lleva a concluir
que no puede haber un grado de separacién entre A y B mayor que éste. Esto concluye la
demostracién del teorema. O

El teorema de separacién para conjuntos borrosos convexos parece ser particularmente
relevante para el problema de discriminacién de patrones. Su aplicacion a esta clase de
problemas asi como a los de optimizacién serd objeto de exploracién en trabajos sucesivos
sobre los conjuntos borrosos y sus propiedades.
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